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Diagonalisation des
endomorphismes

1. Rappels de cours

2) Rappel des principales définitions et propriétés.
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n.
Soient fun endomorphisme de E et A sa matrice dans une base de E.

Soient r un vecteur non nul de Eet A € K.

1) Définitions
b ‘Vecteur propre =
On dit que T est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A si et seulement si :

flz) = Az

» Ecriture matricielle |
Le vecteur z est un vecteur propre de A associé A la vale
Az = Az

ur propre A si et seulement si:

ou

(A—ADz = 0.

» Sous-espace propre’
On appelle sous espace propre de A associé a la valeur propre A, 'espace vectoriel
E, = ker(A— AI).
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) Applications de 2 diagonaiisstion

Dans ce qui smt. 4 est une matner daspasliaiie o b e R S
valeurs propres et P ane matrice mversitie seile e

A |
¥ A
.D‘ ‘t:g =
!
1) Puissance d ane matrics
Pour4out m & N
X 6 }
g X
i — Px : e 5
3
13 8

2) Suite définie par une reiation de péfeurrencs
Soit (['y) la suite définiepar [, c X" et lncelation 0, . = 40, pear B =%
Le terme général ['y de cetie snite est défini par:
Ce =40,
3) Résolution d'éguations différeatielles
Soit Z, un vecteur fixé de E".

La solution du probléme de Canchy suivant-
o4z
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2. Enoncés des exercices

Exercice 1
gL 1

Trouver les couples (z,y) dans C* tels que la matrice A={1 y 1| admette le veo-.
i1 1% 3

Soit E = vect{f, : 2+ f(z) =¢",0 <k <4} et l'application  définie par:
Vf € E, &(f) = f" - 3f' +2f.
1) Verifier que, pour tout f € E, /" —3f' +2f € E.

']

o\ 'J.. | T, ; SWE e Sy -2 5
@'! E i
Y
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

3 ——
——

gxercice 4

Diagonaliser les matrices suivantes:

2. u0 sl 0 1 0 11 =5 O
a) A=1 1 1ib) =1 0 1|:c) A =|-56 & =9
-2 0 =1 DSEIN0 5 =3 3
E 00 0 -a
-1l a a
) A 0 0 —a 0
d A44=10 0 -al;e =
! alieinas 0 a 0 0
0 0 1
a 0 0 0

Exercice 5 Exemples de matrices non diagonalisables

1) Montrer que les matrices suivantes ne sont pas diagonalisables:

=100 j O R ¢
a) A=|-1 2 1|;b) 4, =|1 0 1}.
0. 0Ll 1 -2 2

2) Montrer que la matrice suivante est non diagonalisable sur R et diagonalisable sur C.

0 =1
A“=[1 0 W
Exercice 6 b
9 0 0
Soit A=|1 4 0]
SN

Diagonaliser A puis trouver une matrice M € M,(R) telle que M* = A

Exercice 7
T i (0))
] .
Soit A= € M, (R).
Ll
(0) 10
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1) Calcmler D, = deti{ A + 2cosifi) par récurrence: 1
2) En déduire les valears propres de 4 q
Exercice 8 ;
4 -1 -2 .
i -1 1 ,,
1) Calcmler £ L
1

2) St U, =|2]| & {U,) Ia swite défmie par U__, = AU,. i
Déterminer U, en fomction de n o
On considére s suite réele (u_ ) définie par: E-

s

s = 0 + 3, (%, %, 8, SOt donnés). =
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes
1) Diagulmlisvr A.

2) }{pguudrv le systéme différentiel: .{_i‘l(t) = AX(2).

di
3) Préciser la solution vérifiant: :
L= ax()
dt
1
X(0)=]2
[ 3

-—"'-"-._-—-
Exercice 11
On se propose dans cet exercice de résoudre ’équation différentielle:

Yy =2y —y' +2y=0.

On note y une solution de cette équation différentielle et on pose:
y(t)
Z(t)=|y'(t) |-
y"(t)

1) Montrer qu'il existe une matrice A telle que %(t) = AZ(t). ‘-
2) Calculer le polynome caractéristique de A.

3) Diagonaliser A. .
4) Résoudre le systéme différentiel: %%—(t) = AZ(t). |

5) En déduire la forme générale des solutions de I'équation différentielle:

ym oyt y' +2y=0.

6) Préciser celle vérifiant le probléme de Canchy :

(4" =2y —y' +2y =0
y(0)=1

|v/(0)=1

y''(0) =4

11
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Algebre

Exercice 12 - e .
Soit E = R,[X] I'espace vectoriel des polynoémes de degré inférieur ou égal a 4 et Soit
Soit E =R,[ » . ; :
I'application u : E — E définie par: w3 |

VP € R,(X], u(P) = X(X —1)P"— 4XP.

1) Verifier que u est un endomorphisme de £.
2) Soit B={¢e,=1;e,=X;6= X 1€ = X? = X4} la base canonique de
- =16 =15 =456
R,[X]. Décomposer dans la base B les polynomes u(e,) pour i € {1,....! 5}.
3) En déduire la matrice A de u relativement a la base B .

4) Diagonaliser A.

Exercice 13

Soit E =R, [X] l'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n et sojt

I'application ¢ définie par:
application p i

PPy = (x-1)P"

Déterminer la matrice de « dans la base canoni

que de E'et montrer que u est diagona-
lisable.

Exercice 14

Soit E'= R, [X] I'espace vectoriel d
Papplication & définie par:

VP € R,[X], ®(P) = (X +1)(X — 3)P' _ xP

-

es polynémes de degré inférieur ou égal A n et soit

1) Soit P un vecteur propre de ®. Montrer, en considérant les termes de plus haut
degré que deg P <1

2) En déduire les valeurs propres et les vecteurs propres de ®,

ﬁ

Exercice 15
=102 .0

Soit A=|2 o _3 ¢t ¢ I'endomorphisme associé & A dans la base canonique de R*
e HA | :

propres de A linéairement indépendants,

3) Compléter cette hage en une base de R?

12
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

1) Ecrire la matrice de ¢ dans cette base.

5) Résoudre le systéme différentiel: %\— = AX.
at

Indication

On cherchera les solutions particulieres des équations différentielles avec second

membre intervenant dans la question 5) sous la forme (at + 3 )e'.

Exercice 16

On se propose dans cet exercice de résoudre I'équation différentielle:
!

yH_yH_l_yf_y:O-

On note y une solution de cette équation différentielle et on pose:

ult)

Z@t)=]y'(t) |-
y"(t)
Sey O : dz
1) Montrer qu'il existe une matrice A telle que —Eft_(t) = AZ(t).
2) Calculer le polynome caractéristique de A.
3) Diagonaliser A.
: ., 4Z

4) Résoudre le systeme différentiel E(t) = AZ(t).
5) En déduire la forme générale des solutions de 'équation différentielle:

v =y +y —y=0.

6) Préciser celle vérifiant le probléme de Cauchy:

'yfff_yff+yf__y=0
y(0)=0
' y'(0) =2
y"(0) = 2.
13
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3. Corrigés des exercices

Exercice 1
11 sagit de trouver trois réels z,y et la valeur propre associée A el qtia:
z 11 [1 1
1y 1|x|2[= A2 |
=1 9l s s
[z 171 [1] |=z+5 1 '
1 y 1|x|2|=|2y+4]|=A|2|.
ey l __3 6 3 =
T+5=A Py
2y+4=2) _ _-_
loa=s,

Al

AN 2O ARELD 1 wieak 1
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

De plus, pour tout fet g dans E et pour tout A dans R, on montre facilement que:
([ + g) = 2(f) + (g),
PAf) = AD(/).

On en déduit que @ est un endomorphisme de E.

3) On a facilement :

®(f) = 0x £,
®(f) = 1x f,
L) =2x £,
®(f) = 3x f;,
O(f;) =4xf,.

Comme la famille {f,,f.£.f;,f;} est une base de E, alors, d’aprés les relations preé-
cédentes, elle est aussi une base de vecteurs propres de E. On en déduit que I'endo-
morphisme ¢ est diagonalisable et que ses valeurs propres sont:

{0,1,2,3,4}.

Exercice 3

1) Calculons tout d’abord le polynome caractéristique de A:

RSN B b RIS P
16 JE et g casmesnt
o SPI TPE
TR T 1 s 1l
TR SRS S
P S
TIEET) | M A
A S e S
T T
sk 1
g VU (U g
fond SR L=
Gl — 0y
15
L
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- 4. i 3 :
X1-4 1 1 1
=EENE 1 iex 1 :
i 1 i-a b
ey
=—(d-MA1 1=
R |

e
l
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Chapitre 1  Diagonalisation des en

Soit (z,y,2t) € ker(A — 4I). Alors:

(~3z+y+2+t=0
z-3y+z+t=0
T+y—3z+t=0
z+y+2z-3t=0

I':!:-l»-y-l-z—;_{f:o ! ‘”k.-
T+y—324t=0 - L .

Jostumare=0 ol L
-3z +y+2+1=0.

5 l'r. "',I

La méthode du pivot de Gauss d@mﬁﬁﬁ&asﬁm@t* R
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3) Une base de R formée par des vecteurs propres ‘gle A est donc:

(-1) (-1) (-4 [*
1llof]of ] |
0 : 1 : 0 ) il .r
of [of 1]t '

L\ f \ \ / O

On en déduit que la matrice A est diagonalisable.

Exercice 4
a) Diagonalisation de A,

|
I

s . Il

i
¥ Oul

]

L 1| &
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit que:
ker(4,) = vect {| 1
-2

[ ] I'.“.](if‘ lill 5{\”5‘{.‘51)}1(‘(‘ ]‘Il'(')p]‘(’ lL‘i!'}l)(_'i(’ t.l lil WIIL’UI‘ ])r{}])nm 1.

Soit (r,y,2) € ker(4, — I). Alors, on a:

Tr+z=
TH2=
—2r—-22=0.
soit :
{z+2=0.
On a donc:
=9
y=vy ,(zy)eR.
z=-z
On en déduit que:
1|10
ker(A, —I) = vect{| 0 |;|1
-1/ |0

b) Diagonalisation de 4,
e Oun calcule le polynéme caractéristique de A, :
=A - A5040 -A 1 0
det| 1 -A 1] =]1 =X 1

g 1 =2 0 1 =A
= ()X -1]=(=1)
=-A'+2—(=))
=-A* +2)
=-A(A?-2).

On en déduit que les valeurs propres de A, sont: 0,—v2,+2. De plus, comme
A, a ses valeurs propres deux a deux distinctes, alors A, est diagonalisable.

19
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e Etude du sous-espace
Soit (L"‘)Ekﬂ-(,q’), Alors, on a:
y=0
z+2=0
y=0,

I=2
y=0 ,z€R
z=-T '

propre associé A la valeur propre 0.

-~
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit que:

ker(4, —v2I) = vect

&l - &l

¢ Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre —2 .
Soit (r,y.2)€ ker(;‘flE - -\/51) Alors, on a:

ﬁx-l—y:O
T+\2y+2z=0
y+2z=0,

soit:

2z +y=0
—y—2z2=0
y+2z =0,

c’'est-a-dire:

5
Il

Sl S &<

,y € R

=
I

R
Il

On en déduit que:

ker(A, + v2I) = vect

L~ &)

&

21
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¢) Diagonalisation de A,
e On calcule le polyndme caractéristique de Ay
11-x -5 5 11-A -9 5
det| -5 3-X -3 -5 3-2 -3 |,0,<C,+G |
5 -3 3-A 5 -3 3-A 4

11-2 0 5

- A 3| LeL-,
b =A 3=\

X 0 5 |
=[-10 0 -6+ 3
| S8~ 32
T e e e TN
S o R o g SRR | EH YR 5T

I
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

puis:

llz -5y + 52 =0

en | oo

8
VY——=z=10
5

enfin:

b G - |
i
L (=
:J
Mm
~

il
L]

On en déduit que:

0
ker(A,) = vect {|1|}.
1

Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre 1
Soit (z,y.z) € ker(4; — I). Alors, on a:
10z — 5y + 52 =0
—5r+2y—32=0
52—3y+22=0
soit :
Sz -3y +2z2=0
—or +2y—32=0.
10z — 5y + 5z =0

La résolution de ce systéme linéaire par la méthode de Gauss donne successivement :

oz —3y+22=10
—y—-2z=0
y+z2=0

puis:

T=y

y=y ,¥y€R

2=—y
23
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On en déduit que:
1

ker(A, — 1) = vect{| 1
-1

o PEtude du sous-espace propre associé a la valeur propre 16
Soit (z,y.2) € ker(A; —161). Alors, on a:

—5z—-5y+52=0
—52-13y—32=0
52—-3y—132=0

soit: 3
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomarphismes

e Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre ()
Soit (z,y,2) € ker(4,). Alors, on a:

—r+ay+a’z=0
-z =10

2= .

soif :
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e Etude du sous-espace propre associé a

Soit (z,y,2) € ker(4, +1). Alors, on a:
ay+a’z=0
y—az=0

la valeur propre —1.

2:=10

soit :

On en déduit que:
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Chapitre 1  Diaganalisation des endomorphismes

n en déduit que les valeurs pr . ‘ . ,
S : aleurs propres de A; sont i et —ia (o = 0).

o Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre ia

Soit (z.,2) € ker(A, — ial). Alors, on a-

—tar —at = ()
—tay —az = ()
—lQy — a2 =

—lar —at =)

S0it
—-1z—ft=0
—iy—2=10
¢'est-a-dire:
T =it
y=1z .
5 =i ,(2,t) € R%
t=t
On en déduit que:
i) (0
ker(A, —ial ol
er(A, —ial) = vect olilq
L{ |0

¢ Etude du sous-espace propre associé¢ a la valeur propre —ia
Soit (x,y.2) € ker(A; + ial). Alors, on a:

[iax —at =0

iy —az=10

tay —az =0

axr —at =0

soit :
ir—-t=0
iy—2=0
‘z'y—z=0
ir—t=0
27
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Algébre

c'est-a-dire:

r = —1il
Yy = —12 9
' (2,t) ER
t =1
On en déduit que:
—4 0
: 0| |—2
ker(A; + ial) = vect olil1
1 0
Exercice 5

1) a) Etude de A

e On calcule le polynome caractéristique de A, :

—/\ l 1 —,\ 1 1
det|-1 2—)\ 1 S LR
0 0 1=X 0 0 X
—=Xi ]
=(1-21) 1 2 xpG=C+c,
g b3 )I-A 2— )
1
=3 1._A2
(1-2X) ot ¢

Soit (z,3,2) e ker(4, —1). Alors, on a
Tt+y+z=
Tt+y+z2=9
29
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

SOilt :

I

,(v,2) e R

6= N
l
N o

On en déduit que:

k(’l‘(fl, =7 1) =wvect{|1(:10

On remarque que:
dimker(4, — ) =2 = 3,

ce qui signifie que la dimension du sous-espace propre ker(A4, —I) est diffé-
rente de la multiplicité de la valeur propre 1 dans le polynome caractéristi-
que. On en déduit que la matrice 4, n’est pas diagonalisable.

b) Etude de A4,
¢ On calcule le polynéme caractéristique de 4, :

1-A 1 0 1-) 1 0
dotf 1 =X L fE=AEE X G Gk

1 -2 2-) 1 -2 2=
=X .1 0
=i =h =X =

-14+A =2 2-)

1 1 0

=(1-A)0 X 1 |\L—L+L

-1 -2 2-]A

0 -1 2-X

=(1-X)]0 -x 1

=1 =2 21X

-1 2-A
‘_“—(I—A) "'A 1 ,Cl*_cl'*‘CQ

1-A 2=2A
S

- 8L D
2 s and
-_-—(1-,_\)|1 : I_u 0,
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On en déduit que 4 admet un uniq
e FEtude du sous-espace prop

ue valeur propre: 1.

re associé & la valeur propre 1

Soit (z,y,2) € ker(4, —I). Alors, on a:

soit:

'y=0
z—y+z=0
r—2y+2z=0

T=-z
y=0 ,z€R

2=z
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

c'est-a-dire:
T—w=10
l-’r -y =10
SOt :
r=1y
ly y ¥ €ER

On en déduit que:

) ot

ker(A3 =z z!) = vect “;]

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre —i.

Soit (1.y,2) € ker(A; + iI). Alors, on a:

ix—y=0

zZ+iy=0
c'est-a-dire:

T+iy=0

T+ =0,
soit :

,YER.
[y=y 4

On en déduit que:

ker(A, + iI) = vect [[_;]] )

Exercice 6

Le polynéme caractéristique de A est:
P(X)=(X-9)(X—-4)(X-1).

Comme A a ses valeurs propres deux 4 deux distinctes, alors A est diagonalisable.

31
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o Etude du sous-espace propre
Soit (z,y.2) € ker(A —9I). Alors, on a:

associé a la valeur propre 9

0=0
z—by=10
r+y—82=0

Soit:

ey, S

cié & la valeur propre 9 est:
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

e Etude du sous-espace propre associé i la valeur propre 1
Soit (2,y,2) € ker(A—1I). Alors, on a:
Br =10

r4+3y=10
T+1y=0

soit :

T =

y=0,z€eR.
=2

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est:

0
ker(A—1T) = vect{|0
1
On définit la matrice de passage P par:
20 0
P=l4 3
< ST B |
L'inverse de la matrice P est donné par:
3
0 0
20
P LRI
15 3
Lol
\12 3 /
On a la relation suivante:
9 0 0
P-IAP-":A-— 0 4 0 :
0 01
33
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B

c’est-d-dire: -8
9 0 0

A=P|0 4 0|P". '

0 0 1 o

Posons N la matrice définie par: pu
300 1

’

g b ot nin s tiell
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D, =2cost

2cosf
1

(0)

1

(0)

|
1 2cosf

Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

1 0 0

1 2cosf |

0 1 2cosl)
1o o

0

0
0

0
|
0 1 2cos8

Le premier déterminant ci-dessus est D, ; puisqu'on I'a obtenu en supprimant la
premiere ligne et la premiere colonne de D...

Quant au second déterminant ci-dessus, on effectue 4 nouveau un développement
par rapport a la premiere ligne et on obtient :

1
1
0
0

0 0
2cost 1

1 2cosf

0

0

0

0
1
1 2cosé

2cosf
1
0

1
2cosf

Ainsi, on obtient la relation de récurrence suivante,

que l'on peut écrire:

D, =2(cos@)D,_, —

‘D,l — 2(008 6)Dﬂ_l + Dﬂ-—2 -_ O.

e Calculons D, en fonction de n:

On a: D, =2cos@ et D, = 4cos’d — 1.

Formons l'équation caractéristique de la suite (D, ) :

D,

n—2»

7 —(2cos@)r +1=0,

8 1

2cos b

de déterminant: A = (2c0sf)* — 4 = 4 (cos’0 — 1) = —4sin*§ < 0.

Deux cas se présentent alors, suivant que A = 0 ou que A < 0, c’est-a-dire sui-
vant que 0 = kr ou que 0 = kx lorsque k € Z.

lercas: 0=km ke Z:

L’équation caractéristique a une solution double:
. ~2cos(br) _

T

2

—cos(km) = (=1

35
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On a donc: " 5
vn € N*, D, =(a+bn)ry. _

Calculons a et b. 3

Lorsque 8= km, k €Z ,ona: D, = (-1)* et D, = 4((_1)i+1)?

déduit le systéme linéaire suivant: 1
(~1)*(a +b) = (—1)f .
a+2b=23.

 La résolution de ce systéme linéaire donne:
| at+b=-1

. . o i A ;
I L - 4 o

= (n-3).
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

< S -. i vste » i Ao iTo .|
La résolution de ce systéme linéaire grace aux formules de Cramer donne:

d=l
- cos
sinf

On en déduit que:
cos

Vn € N* D, = cos(n)+
sin @

sin (nf),

ou encore:

VneN*, D, = sin § cos (nf) + cosf sin (nf) _sin((n+1)6)
sin 6 sinf

2) On cherche les valeurs propres de A sous la forme A, = —2cos6,.
On doit avoir D, = 0, soit sin((n + 1)6,) = 0, donc:

km

6, =
k g

yk€{0,...,n}U{n+1,....2n +1}.

De plus, ¢, ne peut pas étre un multiple de 7 car, sinon, I'expression de D, dans
le cas exposé précédemment o0 6, = km k € Z donnerait D, = (—1)"*"" (4n —5)
qui est non nul, pour tout n € N*. Ainsi, k=0 et k= n+1.

On en déduit que:

. = L ke {l,..,nju{n+2,.,2n+1}.
n+1
En remarquant que:
_'2008 n —_ _2(:05.(2&1
n+1 n+1
1 n+1 n+1
L oissnl =—2eos(2n+l)ﬂ,
I n+1 n+l

on déduit que:

A, = —2cos nk-:—rl’ ke {l,.,n}uU {n+2,...2n+ 1}]

n+1

= I)\k=—2cos = ,ke{l,...,n}}.

37
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| Chlaell & o
LespectredeAvériﬁedonCIarelntionmﬁvante:
IA* = —2oosﬁ—,k € {l,...,n}] C Sp(A).
n+1

Par ailleurs, vu que card Sp(4) < n et que:

ccrd{,\. = —-2005;‘7—_:7, ke {1,..., n}] = n,

on en déduit que:
Sp(A) = [:..,,i RPN {1,...,,,}].

i I.de:A:

| 4#%ﬂ ’t-')‘]-,. f_’g e !
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

soit

.1:=y
1‘=U'P'ER.
2=y

On en déduit que:

e Recherche du sous-espace propre assoc 6

Soit (z.y,2) € ker(A—3I). Alors, on B _ o g

e I ' 4 . . ; « I ..jl"' A0 .4

% =y —-22=0 ; ¥ ‘2‘ f ‘ .

R #roy | o vagsiam e '
'._ Tg‘rs . \ E*S}:‘_’%‘.w " 3 :—‘.: :
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soit :
=22 F
y=0,z€R
z=2
On en déduit que:
1
ker(A—1I) = vect{(1f.
1
Posons P la matrice définie par:

Scanned by CamScanner



c

9) Par récurrence sur n € N, on montre facileme

U, = AN,.
Ainsi:
3x2"
vneNU, =
3x2" —
N
Exercice 9
1) Par récurrence, on montre facilement que:
1 |
VneN X, =10 0
3 1

2) Diagonalisation de A

hapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

nt que:

—4x3" +2

o
2x3" +2

0
1X,.
=3

e (Calculons tout d’abord le polynéme caractéristique de A :

a1 0 | 0
detl0 =A 1 = FER o RSN W f O R R
3. JI G B e |
LS 0
il iz e
RS R Y
e | 0 -
Sk 1 < S T € PR R )
T b e GO
0
e e S T
ISR R
N

On en déduit que les valeurs propres de A

sont: 1,—1,—3. De plus, comme A a

ses valeurs propres deux a deux distinctes, alors A est diagonalisable.

41
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e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 1. 4}-
Soit (:c.y.z)Eker(A-!—I). Alors, on a: |
[ =z+y=0 P
-y+2=0 '
3r+y—4z=0
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes
e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre —3.

Soit (r,y.2) € ker(4 + 31I). Alors, on a:

r+y=0
Jy+z2=0
3z+y=0

SOt :

On en déduit que:
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On a facilement que e :
at=l0 0" 0}
o o (3

puis,pourtoutneN: 3

A* =PA"P" - g o
'.g..+i(-n'—§-t—sr E'"z'( =3 'f-'f(_l)fg("a”' ;
=[2-3¢ay +g<-s) E:rfc—n" §+ ;‘H) _g(_s)"-.-
g Jegr g g R

4) Par récurrence sur n, on montre facilement que:

e 5, 4 Uy

U

dmc,pom'ﬁmt neN, o), S9is

[EELETEE S EE R
x'__,ﬁs ‘(—1}' +3(*§)'% l;i-;(—gﬁ' | 1+2(—1)"-—3(—3)" '
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

¢ est -a-dire:
Vn € F‘!. H” e l(_':})n +{_1)”
4 -
| #—_——
i exercice 10
1) Diagonalisation de A
e On calcule le polyndme caractéristique de A.

[7T-A =5 —4 o 4

det| 4 -2-2 -4 [ S, G,
9 =8 SR Bl =5 <3=)
: Cy < C, +C, +C;.
=2=X =b -4

=l-9-x ~p—y —4
-2—~X -5 —2-2A

=(-2-))[1 -2-)2 -4

o
o
>
!
o

=201 =2=3' -4

1 —2-)
" b
=(-2-A)(A—-2)(A—3).

' = (-2-3)(A-2)

Les valeurs propres de A sont: 2,—2,3. De plus, comme A a ses valeurs propres
denx a deux distinctes, alors A est diagonalisable.

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 2.
Soit (z.y,2) € ker(A —2I). Alors, on a:

5z —5y—4z2=10

4z —4y—42=0

5z —5y—4z =0,
45
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit gque:

|
ker(A + 27) = vect {1
1

o Recherche du sous-espace propre associé 4 la valeur propre 3
Soit (z.y,2) € ker(A —37I). Alors, on a:
4z -5y —4z=0
4r—-Sy—4z=0

5$""5y—52=0||

soit :
[41'—5;;—42:0

T-y—-z=0,

c'est-a-dire:

=0
T=y+z,
soit, enfin:
g =7
y=0,z€R.
=2z
On en déduit que:
1
ker(A — 31) = vect 1|0
1
2) Résolution du systéme différentiel.
On pose P la matrice définie par:
i R S
Bl S LisG ]
0 L ¥
47
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Cotte matrice ost inversible ot son fnvorse osl 4

et 4]

t 0 =l
Phlwml|=l 1 1}
1 =1 0
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

On en déeduit ques

1 1 1] Ae® Ae® 4 Beo ™ 4 Ce™
V= PZ =11 1 0f|Be ™= |Ae™ 4 Be
“ l I (‘f'-" !ff' i ] l t\'_,u

3) On a:

1 A+B«+C
X(O)=|2|=|A4+B :
3 B4 C

¢'ost-d-dire:

B ={
C=-1,

On en déduit que:

=20 4 de”M - ™

X(t) = [ =26 4 4~ ;

46—2! P e.‘!l
Exercice 11
1) On montre facilement que:
i Dl
dt
-2 1 2

Scanned by CamScanner



g 0
-2 1 2-A
1-2 1 .
= I—A —A -
Ly I 2-A
13: %
=(1-)1 A AR T &
1 1 2-A
1 0 0
(-1 -A-1 1
1 0 2-A

=(1-A)(A-DE2-).
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

On en déduit que:

1
ker(A—1) = vect {|1
1

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur Siiie e

z+y=0
Ww+z=0
"2z +y+32=0,
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soit: )
g = 4
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

sOit :
P lﬂ-_ — 1y
dt AP~x,
|"1'f-f-.'l-<nﬂ’i
d(P ’\)
= -1y
dt A(PIx),
soit, enfin:
dZ
—_— = AZ
. dt
Posant Z = (2], on obtient :
!:.1
7’ —
o R
z; — _12-]
z{; = 22,4,
c'est-a-dire:
zl = Aet
2, = Be™
2=

On en déduit que:
1y giiedet Ae' — Be™ + Ce*
X=PZ=|1 1 2||Be’|=|A¢e" + Be™" +2Ce*|.
1 =1 AN Ae' —Be™ +4Ce"

3) On a:
1 A-B+C
X(0)=|4|=|A+B+2C|,
4J A-B+4C
c'est-a-dire: :
A=1
JB:]_
C=1
53
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éduit que:
OAsgici yt)=¢ - et +e’.

Exercice 12 :
I)SoitPunpolynomededegréinf_érieurouégﬂla‘l-
Le polynome P s'écrit alors:
P(X) =aX' +Q(X),

ont @ est un polynome de dégré inférieur ou égal a 3.

Ainsi: Bl
X(X=1)P'—4XP =X(X-1)(4aX’ +Q'(X))— 4X (ax* + QX))

- (- x)lx’ +QU0)- 4x e )
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

3) La matrice A de u est donnée par:

1) On voit facilement que les valeurs propres de u sont: (
valeurs propres de u sont deux & deux distinctes, al

& =10 ‘g B

U O 050 Mo

0 -3 -2 0 ¢
0" 50 . ~2 =3 g
LIRS kTR

),~1,-2,-3,—4. Comme les
ors A est diagonalisable.

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre 0.

Soit (z,y,2,t.v) € ker(A). Alors, on a:

ce qui donne:

Ainsi:

c'est-a-dire :

ker(A) = vect{| 6 |f,

[(~dz~y=0
—3y~27.=
—-22-3t=0
—t—-4v=0

Tr=v
y=—4v
{Z=6v yeR
=—4y

V=9

ker(u) = vect {l —4X +6X* —4X* + X*} = vect {X -1)'}.

55
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Chibad B 9
o Recherche du sous-espace prop

Soit (r.3.2,:) € ker(A+1). Alors, on a:

re associé a la valeur propre —1

(z =0

—4r =0

|-3y—2z=0 2
=2z=2t=0 .

T -

e
- = III " :; %
L5 AL)

o M | )
A e
I—I -
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

ce qui donne:

r =)
y=10
t = <29
V=19

Ainsi:

ker(A 4+ 27) = veet | 1

c'est-a-dire:

ker(u + 2/dg ) = vect {X2 -2X° + X‘}: vect {Xz(_,\’ 5 1)2}‘

e Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre —3

Soit (1.y.2,t,v) € ker(A + 3I). Alors, on a:

8z =0
-4z =0
{1=3y—2=10
—-22=0
—t—v=10

ce qui donne:

Ainsi:

ker(A + 31) = vect{]| 0 |1,

57

Scanned by CamScanner



.50 8 o

i k:er(u+3fdg) _ et {-X* + X' }=vect (X - 1)},
o Recherche du sous-espace propre associé & la valeur propre —4
Soit (z,y,2,t.v) € ker(A +41). Alors, on a: p
(42 =0 |
—4z-y=0 | 3
—3’y ~2z=10 »1
9z —t=10
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

Ajnsi, 18 matrice de u dans la base canonique de R, [X] est donnée par:

9 =l 0

0 n

Les valeurs propres de A sont {0,1,2,...,n}. Comme les valeurs propres de A sont deux
€5 ‘ : . -
3 deux distinctes, alors A est diagonalisable.

Cherchons un vecteur propre associé a la valeur propre £ € {0,1,2,...,n}.

vecteur propre de u. Alors, on a:

Soit P un
(X=1)P'=FkP,

ce qui donne:

soit: :
P(X)=o(X -1).
Les vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 0,1,2,..,n sont respective-

ment:

§iX-1;(X-1F 5 (X =D (X -1

L 'endomorphisme u est bien diagonalisable.

Exercice 14

1) Soit P un vecteur propre de @ associé a la valeur propre A. Notons p = deg P.

On a alors:

B(P) = (X —1)(X —3)P'—XP =AP.

Posons :

ol Q est un polynome de dégré inférieur ou égala p— 1.

59
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e s K= A 0 donc cette relation g

On remarque qUe o (0 2 3)(X7 +Q(X))— (X +A)(X” 4 gy
(X-1)(X-3)P'-XP~ - 2x e Q)= (X +0)(x7 4
_(p—l)x'* —(2p+A) X? —3pX"! _‘_
+(x% —2X =3)Q(X)— (X +X)¢ _,

=0.

_ AP étant le polynéme nul, on en g f.

Le polynome (X -1)(X- =P —XP— _
:B'mooﬁéentsaont nuls,etenpamcuherque *
== Y ;
2)D'a|maahqummnprbcedmte,p 1, donc deg@ < p—1=0, I_;;:__f
Qahmmmm -
VXeR.Q(X)--—C'- a—

mﬁhﬂn(x—i)(x 3)P' XP—AP = es’émtp]mmpmg _,‘

(xX- lJ(X -3)P'— XP-»‘:P ——fzﬂ)x —3- (x+,\)a_,
_'=(m2*—9£ Q)X - (3+,\a)
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Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

“ . - ‘ecteur propre associé 3 acnnea A . e
Cherchons un vecteur propre associé a chacunes des valeurs propres trouvées précé-

demment.

o lercas: X =]

Dans ce cas, "= =3 et donc le polynome P défini par:
P(X)=X-3

est un vecteur propre de ® associé A la valeur propre 1.
o 2ecas: A=—3

Dans ce cas, €' =1 et donc le polynéme P défini par:
P(X)= X +1

est un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre —3.

———————
Exercice 15

1) On calcule le polynome caractéristique de A:

O 0 1-X: .2 0
det|] 2 2-2 =3 |F=gEaty

i 2 1-2 T A ae O] -
) 0

=(1-A)|1 2-A
JARN S )

1 4Bt 0

==

e L=y

) &G

S Al

Les valeurs propres de A sont donc: {0,1}.
o Etude du sous-espace propre associé a la valeur propre 1:
Soit (z,y,2) € ker(A—I). Alors, on a:

—2z4+2y=0
2z+y—32=0
—2r+2y=0

61

-3 !Cj ‘—Cl +Cg +C3

—3 ,02 "—02 —201

=-A(1-AN).
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ce qui donne <
y=y,y€R : -
z=Y b
Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est:
1
ker(A —I) = vect j|1
| 11

" On remarque que dimker(A—1I)= 1= 2, Clest-a-dire que dim ker(4
différent de la multlphmi:é de Ia valenr propre 1 dans le po}yn me
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes
3) compléwnsdeuxvecteu:spourformerunebmde R
On peut choisir. par exemple, le vecteur =”

4) La La matrice de 4 dans cette base s’écrit :

En calculant T7(4), on en déduit que: a =1,

_1"'_'3‘1‘25"‘1 ' :l"
1+1ﬂ P “_1 S - o
_—2 —'r+2£ s g
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dX sécrit done: t
) ion LL(f) = AX(t) s'écnt
L’équation dt”

E_X-(t) = PA'P~X(t),
dt

dx iy d P-lX)(t) = ArP—lIX(t).

Posons Z = P~'X. On en déduit que:
dz /
Zw=AZ@),
r (t)

Clest-a-dire, en notant Z = (2,2,%), »
() = () +65,(6) (1)

ln)=—4z0t) (2

z(t) = z(t) (3)
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Chapitre 1  Diagonalisation des endomorphismes

;\1llr~i:
4(t) = 6Ate' + Ce!

%(t) = —44e' + B
:3(” = .4{”.

Or. X est donné par:
X(t) = PZ(t),
donc:
z(t) = 6 Ate’ + Ce' 42 (—44€' + B)+ Ae'
y(t) = 6Ate' + Ce' —44¢' + B
(t) = 6Ate' +Ce' +2(~44¢' + B),
ou encore:
z(t) = 6Ate" —TAe' + Ce' +2B
y(t) = 6Ate' —4Ae' +Ce' + B
2(t) = 6Ate" —8Ae" + Ce' +2B.

Exercice 16
1) On a:
0z dh e
dz
—=\0 0 1|Z.
dt
1 =1 1

2) On calcule le polynéme caractéristique de A:

-2 1 0 -A 1 0
det| 0 = 1 = |F0 —-A 1 3 Cl = C]. -+ Cz +Ca
1 -1 1-2A 1 =1 1-AX
1-Xx 1 0
==X =2 1
1-2 -1 1-A
N =l 0
=@-A1 A 1 ||G<GC-C
1 -1 1-A
65
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;(1-,\) 1 =x=-1 1

Ay, 1
=(1-M 3 1-2

=@=-N[E-D)A-2)+2]
=(1-N(\ +1)

Les valeurs propres de A sont donc I,-m. De plus, comme A a ses vale
deux a deux distinctes, alors A est diagonalisable.
6 & la valeur propre 1.

3) . Mdﬂ S-CSPé s-';.,;._;.g
Soit (z.y.z) € ker(A—1I). Alors, on a:
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soit !

est-a-dire:

On en déduit que:

Chapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

y = —ir

Z=-y

r=y—(141)z

r =1y
Y=y Lk
2=y

l
ker(A +iI) = vect{| 1

—3

Recherche du sous-espace propre associé a la valeur propre +i.

Soit (z,,2) € ker(A —iI). Alors, on a:

soit :

¢'est-a-dire:

On en déduit que:

—ic+y=0
—y+2=0
z—y+[1-1)2=0,

Yy =iz
z=uy
z=y—(1-1)z
T=-%
=y .yeR
2=1
—t
ker(A — i) = vect | 1
i
67
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4) On pose P la matrice définie par:
R I B

B | =

:_1...|._1.;' :

e bl ST
0= 4 D 4

=1 1.

N N= o
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Chapi L
hapitre 1 Diagonalisation des endomorphismes

olest-d-dire:

2 = A¢'
::.! = Bf__-"’
23 = Ce"

On en déduit que:

1 i =il ] Ae Ae' +iBe™ — (e
ABe™ | =|Ae + Be™ + et
1 -1 ¢

T 1 | Ce" Ae' —iBe ™ +1Ce"

3) On a:
0 A+iB-iC
Z2(0)=|2|=|A+B+cC |,
2 A—iB+iC
¢'est-a-dire:
’ A"—"l
lg =21
2
Ot
| 2

On en déduit que: -

y(t) = €' +i[1;i]e—" —i[-lzi]e“.

En remarquant que € = cos(t) + isin(t) et que ¢ " = cos(t) — isin(¢) , on en déduit
une forme plus simple pour y:
y(t) = €' — cos(t) +sin(t).

69
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P Chapitre 2

réduction de Jordan

1. Rappels de cours

Réduction de Jordan d’une matrice A

uction de Jordan consiste & trouver une base dans laquelle la matrice est diago-

Ja réd
1[-,;{I|' par blocs, chacun des bloes figurant sur la diagonale étant de la forme:
(A A0 e o)
0 A
J = A 0
: 1
(6 TR T ¢ [

ol A est une valeur propre de A.

Pour trouver cette réduction, on procéde de la fagon suivante:

e On cherche les valeurs propres de A.

e Pour chaque valeur propre A de A, on effectue les manipulations suivantes:

e On construit la snite emboitée suivante et on calcule la dimension de chaque

noyau:

ker(A—AI) G ker(A-M) G ker(A-AI)' € .. & ker(A— M) .

Cette suite s'arréte pour r > 1 tel que dimker(A—A ) est égale & la multiplicité

de la valeur propre A dans le polynoéme caractéristique.

71
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#) On choisit n, vecteurs dans I'ensemble:
ker(A — AI) \ ker(4— AT

- On note ces vecteurs {uw,u’,w”,..}

by
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

s On recommence les ¢tapes 1), ii), iii) avec chaque différence:
n, = dimker(A = AT)"™" — dim ker(4 — AI)
ng = dimker(A — \I )’ ? —dim ker(A4 — /\f)r 2]

n, , = dimker(A — AMI)* —dim ker(A — AI),
n, = dimker(A — AI') -0,

on remarquant que iii) a déja donné des vecteurs dans chacun des espaces

considérés ci-dessus. En effet :

! "

fo,1ovl vl € ker(A = ATY™! \ ker(A—ATY2,
{v, 2.0/ 50/ s, } € ker(A— AT~ \ ker(A—AI)*,

etc...

On sera donc obligé de compléter les familles libres suivantes:
! It ! 1
{‘Ur'—l' ‘Ur___l_'Ur =1 ,...}| {Ur_z, vr___z‘ur_z,...}‘ =

par des vecteurs appartenant respectivement a:

ker(A—AI) ™"\ ker(A—AI)™, ker(A — M) \ ker(4—AI)"°,..
de facon & avoir a nouveau des familles libres de:

ker(A = MY ™"\ ker(A—AI)~*, ker(A — AI)"™" \ ker(A—AI)",...
Si on note w,, w], w, ... ces vecteurs, alors leurs itérés:

B, = fun, (A~ M)wy, (4-21) ...}
B, = ful, (A= M)u, (4= A1) ...}
B, = ful! (A— M)ui! (4= A1) wil..}

fournissent chacuns un bloe de Jordan associé a la valeur propre A
e On en déduit la réduite de Jordan de A: C'est la matrice de A dans la base:
B = {v,..., v, Ju{ti,..., v JU {ol)....v/}U..UB UB, UB,...
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Exponenti matrice carrée <
b) elle d'une sordre n et tun réel. On définit une nouvelle magrie,

Soit A une matrice carrée d ]
6“ par: eM . +'.'L"£-A‘_.

el
En particulier, lorsque f = 1. |a matrice ¢* s’appelle exponentielle de la matrig

3

1) Calcul de ¢** pour des matrices A p.rucunmm 4

e S'il existe une matrice P inversible et une matrice quelconque J telles que I3
A se décompose de la maniére suim i
A=P'JP, -

M =r'dP.
0 ' 0

* Si A est une matrice diagonale telle que A =
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Chapitre 2 Reduction de Jordan

I AR 0
0 A
& 4 estu watrice de Jordan d’ordre n telle que A= A 0], alors:
1
0 0 X
, 2 n-] )
€ ff‘; . ‘E‘—f A ¢ c{,\
2 (n—1)!
0 fn ft’“ .
s -
€ — eu _t;et.\
2
te
0 0 e?

9) Application de la notion d’exponentielle de matrices a la résolution d’équations dif-

ferentielles

Le systéme différentiel linéaire suivant, d’inconnues Z : t — Z(t) :
£ = AZ
dt
Z(0) = Z,,

oit Z, € R" est donné,

admet pour unique solution:
vt € R, Z(t) = "2,

2. Enoncés des exercices

Exercice 1
Déterminer une réduite de Jordan de chacunes des matrices suivantes:
4 .=k 4 1 -2 4 1 -3
A=]-1 1 3|A=l-122;4=|12 !
0 -1 4 0o 0 3 (1
75
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e ———
=

Exercice 2 B,
ivantes, calculer €
Pour chacunes des matrices B, suivantes, ¢ 1l .
| 1079 g1 U 3 T_l
13~ﬂ°(}:3,:031:13;;=[l 3 1l;
RS oo 2 ‘.
0 0 3 0 0 3 0 0 3
1100 G R z 1 8.9
0100 0100 a7 02 0%
Bi=|y 02 0[%Tlooz2 1™ [0021]
| 2 0002
0 0-0 2 00 0 2

Exercice 3 Résolution d'un systéme différentiel

VR | z(t)
Soit A=|1 1 0|.On pose X(t)=|y(t)|
=] 3 1E3 2(t)

1) Déterminer le polynéme caractéristique de A.
2) Montrer que A n'est pas diagonalisable.
3) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.
4) Résoudre le systeme différentiel : £ii’i—r(if) = AX(¢t).
: dt
5) Préciser la solution vérifiant -

[dX
= 1) =AX(@)

; 1
X(0)=1]. :
! 3
Exercice 4 Résolution de |
uation diffé R
e equation différentielle V' ty = 0
y(t)
Z(t): y'(t)
yn(t)

l ;
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Chapitre 2 Aecucton de Jordan

o d
\fomtrer qu il existe une matrice A telle que 7 U= AZ(t).
», Calculer le polynome caractéristique de A.
\foptrer que A n'est pas diagonalisable.

k N Y T T . ’ - (i- n -
- T TT o¢ redinte ac 1 en Im- I ia tnse .
3 [}.{{“\’-_".'..n"_¢ une MGG G Or t et la matnce de M{‘.

o e U
;) Risoudre le systéme différentiel: == (t) = AZ(t).

. En déduire la forme générale des solutions de I i - M-
6 En dédu ! e équation différentielle-

y —-y' -y +y=0.
- Préciser celle vérifiant e probléme de Cauchy:
V' —y"'—y +y=0
wWo)=2
y'(0)=-1
y"'(0) = 0.

Exercice 5 Résolution de U'éguation différentielle y —3,” + 3,y =0
On pose:
wt)
Z=|v®| |
v'(t)

dZ
1) Montrer qu'il existe une matrice A telle que I(t)zAZ(t].
2) Calculer le polynome caractéristique de A.
3) Montrer que A n’wtpasdiagon*imbh
1) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.
dZ
5) Résoudre le systéme différentiel: —(t) = AZ({).
& - . 3 - - -
6) Endéduirelaiormegénémledﬁsohnnnsdeleqmdmudk.
yfl'f_syff_‘_s’f_’:o.
7) Préciser celle vérifiant le probléme de Cauchy:
yrn_ yff+3g}_’=0
y0)=2 4
y'(0)=3 '
y'(0)=2
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3, Corrigés des exercices

Exercice 1
a) Etude de la matrice 4,
o Calculons d'abord le polynome caratéristique de 4 :

T SR A S R 4
dt| -1 1-x 3| =[8=x1-2 3 |C~C+C4TH
0 -1 4-a] [3-1 -1 4-r] 3
1 0, 4.-1

=@-N|1 1-2 3 |,C,~cC, +:c;:§-
R RAPES e

ol B . i earey o o
G0 iRl stlsoup | o5 Aoftuis
=(@3-2)| 4

vk N W
Oy
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000
M =lo 0 o]

000 -

o Construisons une base associée A cette réduction. |
Prenons '

1
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b) Etude de la matrice 4,
e Calculons d’abord le polynome caratéristique de A, :
4-2 1 -2 4-2 1 -2
det| -1 2-2 2 -1 2-X2 2
0 0 3-x 0 0 3-A

- Onpeut voir que dimkerM = 2.
| g e _'_. e ,’ {.:

‘I!_I .'_ A . -'\‘.‘-‘ LI
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

enfin, pour v, on choisit un vecteur propre de A, .
de A, :
1
v = gl
1

Posons P la matrice de passage définie:

S [ |
P=|1 -1 0
1 0
[nversons cette matrice:
0 0 1
P-l — ! 0 i 1
i g [
On a:
3 (0
P'AP = 32y
(0) 3

¢) Etude de k1 matrice A,
¢ Caleulons d’abord le polynome caratéristique de A, :

X 18 4-2 1 =3
-1 2-) 1| =|]-1 2-2 1
6 0 2-2 O, < Lhstia )
§=2 1
=2=M} =, aeplhrhth
3-A 3-)
=@
1 2
=@-NB-N|_, o_,|=C-NE-V"
81
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o [Etude de la valeur propre 2 i3
Soit (x,y,2) € ker(A —2I). Alors:
o0r+y—32=0
lizBiz =0, I
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e Exponentielle de By :

On a: )
e (0)
3t
etBs —1 331 te it
(0) 0 eal

e Exponentielle de By :

On a:
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

/’-—-
;.-‘-'.'L”':-i :
) Caleul du polynome caratéristique de A:
2-X 0 1 =X g 1
detf 1 1-2 0 | =S All=sit il ol
-1 1 3= T T
1 0 1
=(2“‘/\) 1 1_1\ 0 ‘CIHCI_CJ
On- 2 4830
0 0 1
==X ATE=X 0
A=3 1 3— X
1 1-A
2—X 1-A
s Al o
1 1-A
2 3
=sfom —(2-)
@=AF| T [=e-¥
2) On a:
0 O=ET
A-2I=|1 -1 0
e

On voit clairement que dim ker(A— 2I) = 1= 3. Ainsi, la dimension du sous-espace

propre associé  la valeur propre 2 est différent de la multiplicité de cette méx.ne
valeur propre 2 dans le polynome caratéristique. On en déduit que A n'est pas dia-

gonalisable.
B omed
3) Posons M =4-27=|1 -1 0.
L S
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Calculons:

=3 1 1

M =|-1 1 1}
0o 00

On a clairement rg(M’) =1 donc dim ker(M?) =2.
Enfin, M* = 0, donc dim ker(M?) = 3.
Comme dimker(M)=1 et dim ker(M’) = 3, alors la réduite deJ,__. |
porte donc un bloc de taille 3. i

Construisons une base associée a cette réduction.
Prenons

_
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

PR

(=R =
o N =

N = O
L
~

2 u. f -'.‘: g el & A ML e
Calculons € : = " ' <

ﬂ_k '-.,. bl )‘ ‘ﬂ ,'.'f-‘ _f‘;;-' “
T 3 R e
Vu que: prbed oA,

1
= ="\
R -4
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Chapitre 2 Réduction de Jordan

3) On a:

On voit clairement que dimker(4 —7) =1=2. Ainsi, Ia dimension du sous-espace

propre associé & la valeur propre 1 est différent de ]a multiplicité de cette méme
valeur propre 1 dans le polynome caratéristique. On en déduit que A n'est pas dia-

gonalisable.
-} Tl
4) Posons M=A-1=|0 -1 1]
~1i-34.%8
Calculons:
T S
M == ey
1 -2 1

On a clairement rg(M*) =1 donc dimker(M?)= 2.

Comme dimker(M)=1 et dimker(M *) =2, alors la réduite de Jordan de A com-
porte donc un seul bloc de taille 2 correspondant a la valeur propre 1.

Construisons une base associée a cette réduction:

Prenons
1
vy =| 0 | € ker(M?)\ ker(M)
=
puis
=1
u‘,=Mv3= -1},
-1
e
Posons M =A+I1=|0 1 1}
-1 1 2

On a clairement rg(M) = 2, donc dim kerM = 1.
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Prenons un vecteur de kerA . par exemple: |—1| € ker(A+ 7).
1

1 ¥

Posons P la matrice de passage définie:
L AN
’ p=|-1 0 -1f
| B ki 1

B

|
i

|l
=

|4 2
£ VHL AT s,
P'—l:==: — 0 e
= i jor o :-’2_; SV,
oty
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Ainsi:
[ [ 3 4 PR R 1 '
| - —te + =y Y ‘
"2 a3 et e o
.' 1 1 3 ! ' : :
1 M= —e --i-te‘ ~s ' %e‘ +%‘e‘“ -}g‘ +-;—tg‘ ...;1.‘.3-"
1 X0 e Sl
2t~ e S . :_3_1 1,,.1
| T T i LA
g) On trouve: . 4
r Al= ——te i) pile T TR
i_ y(t) = e 1 '2*3 --z-e |+C|=te
] ) . |
L c’est?ﬁ'd-‘re '.' .
7) La solution est donnée par: . e
z@#dm&pa

ol U, est le vecteur:
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2) Calcul du polynome caratéristique de A:

) 0 S | 0
; A | =10 A 1 scl""cl-l-cz_'_oa A
det - :
1 -3 g— 1 -3 3-A 3
=Xl 0
=f1=x =2 1
1-x -3 3—-A
g 1 0
1 -3 3-X
0o 1 0
=(1=-A)[1+2 =2 1
J 4 =3 3-A
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Chapitre 2 Reduction de Jordan

plliﬁ:

0 0 o
M’ =(0 0 ol
00 0

romme dim ker(M) =1 et dimker(M*) = 3, alors Ja réduite de

( R
te done un seul bloc de taille 3 correspondant 3 1'm'1ique vale
I)U

Jordan de A com-
ur propre 1.

Construisons une base associée a cette réduction,

|ermnr<
1
vy = (0] € ker(M®)\ ker(M?)
0
puis
-1
u =My =|0|,
1
enfin: .
1 1
v = My, =|1
1
Posons P la matrice de passage définie:
1 -1 1
P=11 0
1524
Inversons cette matrice:
0 -0
P_l =0 -1 1}.
1 =2a1
93
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AL vecteur:

On en déduit que:

ue) ] [2e +tet =gt 'j
2(t) = | ¥'(0) | = [ 3e' —te' %! |,
¥(0) (26 St

=¥
-

u(t) = 26" +te' — %,
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" Chapitre 3 |

Polynomes
d’endomorphismes

1. Rappels de cours

Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel E de dimension finie.

;) Polynome d’endomorphisme

p Définition
Soit P un polynéme. On note:
P(X)=a, X" +..+ X" +..+ a, X + aq.

On définit un nouvel endomorphisme noté P(u) par:

P(u) = a,u" +...+ qpu* + ...+ ayu + agldg,

c'est-a-dire:
Vz € E, P(u)(z) =a,u"(z)+... +aku"(:r) + ... + au(z) + a,z,
ol u* désigne u* = uouo:--ou.
k fois
P Propriété 1
Soit P et @ deux polyndémes, alors, pour tout endomorphisme f, on a:

P(f) o Q(f) = Q(f) ° P(f).

97

Scanned by CamScanner



5 Polynéme annulateur et polynome minimal

» Définitions

e Un polynome P est dit
nul, c'est-a-dire:

annulateur de v si seulement si P(u) est I'endg
vr € E, P(u)(z) = 0g-

ini p * le mlvnémﬂann :

On appelle polynome minimal de u, que I'on note y at

» deph,spegi]:ddegzeetdontlecoeﬂicientdutemedeplushautdmestl _
nome existe bien grice au théoréme de Cayley-Hamilton, cité c,im i ]

» Propriétés | A
o Theoreme (théoréme de Cayley-Hamilton) J 188

¢ variante: le polynéme caractéristique de u est un multiple du polyném
de u.
e variante: le polynome minimal de u divise le polynome caractéristique de ;
que tous les polyndmes annulateurs de u.
o Soit {\,....\, } le spectre de u.
Le polynome minimal m, est de la forme: -
m(X) = (X =M (X -2)? xx(X -2 f,
ou, pour tout i€ {L...r}, @, >1 représente lzr‘t‘;lilz"' ;i: u&:;
grand correspondant & la valeur propre ), dans la décomposition de .
Dt o poli e da's sut do la forme:. - s
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apltr.a 3 Polyn6mes d’endomorphismes

ppose que:

On st
P(u) = (),

Alors:

E =kerB(u) @ kerBy(u) @ ... g kerP, (u)

9, Enoncés des exercices

.-"'T'H
Exercice 1

Erant donnés a.b.c trois éléments distincts de C, déterminer le polynéme minimal des

matrices suivantes:

> 09 a 0 : 00
a) 4 =|0 b Of b) 4=|0 b 0] c¢) 4=|0 b 1f;
0 0 c UObJ 0 0 b)
a 0 0 a 1 0 a 0 0
d A, =|0 a 0 e) A=|0 a 1| f) 4=]|0 a 1|
0 0 a 0 a a

Exercice 2
2400 oD
Sit A=|-1 0 1

i /[N R
) Calculer les puissances de A — 1.
2) Donner m 4(X).
3) Calculer A", pour tout n € N.

L - s ut n € Z.
1) Aprés avoir justifié I’existence de l'inverse A7}, calculer A", pour tout

99
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IS :3‘*3 B 3

Exercice 3 "..
Déssier o pynbne cormtbristiue o e polywoms smisitnnd s tiatrice § .
tam’ 111 1 5
1= 11 3

A=l 2 0 3”-"'-" .

Lt 4 p g e

Fu diduize A’ o4 A" pour ot n e N7,

Exercice 4

1) On suppose que PX) = (X <1)(X +1f (X ~3)' est un polynome ans
mudrioe A< MR). Qnmandammat
A?

ﬁmmmmmwwmeA J
PX) = (X =1 (X +2)(X -2 (X - 5),
PAX) = (X = I)(X +1)(X +2) (X -5,

Priciser toutss ks expressions possibles du polynome minimal ainsi ¢
mma&mwumAqm

Exercice 5

1) St s opace socioril de dimension e sur K ot fomorphiint
:r-:f-u meumm,{:m ‘

Jp.

o
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Chapitre 3 Polyndmes d'endomorphismes

9) On

' on argume
t-ie'\‘ﬁ,

Exercice 7

- endomorphisme diagonalisable du K — ex ) . 3

Sait ¢ V7 » qu'il existe m, m > 2 tel que o™*! esp:ce vectoriel de dimension finie F,

On suppose 4 " e b =9 .

' o] endomorphisme es i )
\fontrer qu'un tel endomorphisme est un projecteur, ¢ est-d-dire qu'il vérifie ¢?
. =g.

- =
Exercice 8

Sit £un K —espace vectoriel de dimension finie, Op considére un endomorphis
w¢rifiant les deux conditions suivantes: S

i) fP =3 +2f=0.
i) fS+16f* =0.

\ontrer que f=0.

———————
Exercice 9
Déterminer suivant la valeur du paramétre m le polynome minimal de la matrice
2m-5 1 1 4—m)
0 m 0 0
‘41n = .
S—m -1 m-—-1 m-—4
2m—-10 2 2 S—m
J
Exercice 10

Soient Eun C — espace vectoriel de dimension finie n et fun endomorphisme de E.

1) On suppose que fest diagonalisable. Montrer que, quelque soit m, f™ est diagona-
lisable.

2) On suppose n > 2. Soient (€),--w€,) une base de E et fl’endomorphisme de E défini
par:
fla)=.=f(ens)=0ct fle,)=6.

t‘)’léfiﬁer que f? est diagonalisable. L'endomorphisme fest-il diagonalisable? inversi-
e?

101
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Aightve

‘ 1 existe k> 2 tel que f° soit dj
_ . versible et qu'il €xiS
3) On suppose que fest Inve U

H e 1 [] = U,
) Montrer que St est inversible. En déduire que 7 ;| )
a

; £y Nontrer que que les racines de Q(X) :
b) On considére QX)= m!l(.\ ). Mon m\.

la- - ™ " . .
) I‘:icmtrver que m;(X) divise Q(X)- En déduire que f est diagonalisable. <
c) 1 .
4) Exemple: E est de dimension 4 et: | i‘

f(91)=34-f(‘52)=3"3-f(":) e 3"‘z'f(f'4)= Oe,.

Calculer f2. Montrer que f est dla.gonalisable Détermine son po]ynome “li.;_

Exercice 11 =
Soit n un entier naturel non nul, Eun K —espace vectol:ie'l de dimension n (K=Rpg
C), uun endomorphisme de E, m_(X) son polynbme minimal et P,(X) son po
caractéristique. -
Partie A

Montrer que, s'il existe a € E tel que E = vect {o,u(a),...,u""'(a)}, alors:

m,(X) = (=1)" P,(X).

Partie B

Le but de cette partie est d’établir la réciproque du résultat de la partie 4. 3
1) Soit z un élément non nul de E et F, = vect {z,u(x),...,u*(z)}

k= degm, (X) ¢ “h
a) Mﬂnﬂuquef}astunsousﬂpacevecmrielstableparu |
b) Soit u, Lendomorphisme de F, defni par la restriction de ua F,. Montrerg

e polynéme minimal de u., noté ng‘(X), divise le polynome m.(X), a
) it R(X) undl\r.mem:itréducﬁbleet unitaire de m,(X) et R*(X)

) Montrer 1) =
0t sty ) o) ).
(e ) Gn o, o o

_ “epace F, et u, Tendomorphisme de F. M cee g

n note m, (X) = [TP*(X) Ia décornr "
A EP" (ﬂ.ﬁdmmumm&cm premiers de
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hapitre 3 Polynbmes d'endomorphismes

\ verifier que a est non nul. Soit Q(X) up Polynome tel qu
! P i : 3

' ., pour tout . Q(u)(z,) = 0,. En dedu; Q(u)(a) = 0,. Mon.
crer que, POU | £+ BN déduire que le polvnan N
QX)- polyndme P (X) divise
b) Déduire de 3 a) et de 1 b) que m, (X)=p, (X)
] ] TG .
3 = / A._
-) Montrer que B, = a,u(a),...,u i{G-)} est une base de p
L " 3 )
frablir la réciproque du résultat de la partie A
_“ L

partie C

. partie. nous donnons un
. celte par
pans ¢

p‘«lﬂi"'s A et B.
er naturel non nul et A une matrice,

€ version matricielle dy Iésultat obteny dans les

Git n un ent
ont équivalentes:

e ) ‘
1) Fﬂ';lk‘\“i — '._1) P_‘{\A ).

. La matrice A est semblable & une matrice de la forme:
i

Montrer que les Propositions suivan-

0 0, -~ 05 oy
R
S R e,
0.0
IR R 1R

.
Exercice 12
(On se place dans E = C* muni de sa base canonique B = {cl,eg,eg,e,, }

On désigne par j I'endomorphisme de E dont la matrice dans B est la matrice suivante:

01 0 0
0010
J =10 ovoL il
10 0 0

1) Déterminer I'image des vecteurs de B par j, Y 3, et gis

2) En déduire J*, J® et J*.

3) Déterminer un polynome annulateur non nul de J.

4) Montrer que, si P € CX avec deg(P) <3 et P(J) =0, alors P =0.
3) En déduire le polynéme minimal de J.

) Montrer que J est diagonalisable.

7) Déterminer les valeurs propres de J.
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3. Corrigés des exercices

Exercice 1
a) Calcul du polynéme minimal de 4,

; bristi A, est:
Le polynéme caractéristique de A, ¢

P.-ll (X)= (X — a)(X — b)(X —c¢).

W T it o -t a les mémes raci
Comme le polynome minimal de A4, divise F et a s 1 Pﬁ.

alors:

My (X)=(X - a)(X -b)(X—c¢)= P-“h (X).

b) Calcul du polynéme minimal de Ac:

Le polynome caractéristique de A, est: :
P, (X)= (X —a)(X -b).

Comme le polynome minimal de A, divise P,_;_, et a les mémes racines que Pn,-

alors:

my, (X) = (X —a)(X —b) oumy, (X)= (X —a)(X -b).

Par un simple calcul matriciel, on montre que:

(A4 —al)x(4 —bI)=0,

donc, par définition du polynéme minimal, on a:
my, (X) = (X —a)(X —0).

c¢) Calcul du polynéme minimal de 4,:

Le polynome caractéristique de A, est:
P, (X)=(X —a)(X —b).

Comme le polyno s S
> polynome minimal de A, divise PA:; et a les mémes racines que P,.

My (X)= (X —a)(X —d) ou my, (X) = (X —a)(X —b).

Par un simple calcul matriciel, on montre que:

(4 —al)x (4 —bI)= 0 et (4 —al)x (4, —b1Y =0,

done, par définition dy polynéme minimal on a:
My (X) = (X — a) (X —b)?.
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nome minimal de 4, :
4 Caleul du polynomme ‘ :
a = =
1€ caractenstique de _4‘ onks

P (X)=(X - lr‘l.L

L polynon

polynome minimal de 4, divise P

Comme€ le  ©ta les mémes racines que P

. l‘ [
alors:

my, (X) = (X —a).

Calcul du polynome minimal de A, :
|ypome caractéristique de A est: |

P, (X)=(X-a)'.

Le po

Comme le polynome minimal de A divise Ff{,‘ et a les mémes racines que- P#. ;

alors:

My (X)=(X—a) oumy (X)=(X- 0)2 ou m-%(X) =(X - a)a.

par un simple calcul matriciel, on montre que:

(4 —al)=0; (Aﬁ—af)az[l;(fis—a])x=0,

done, par définition du polynéme minimal, on a:
my (X)=(X —a)".

f) Calcul du polynéme minimal de A; :

Le polynome caractéristique de A; est:
P (X)=(X-a).

Comme le polynome minimal de A; divise Py et a les mémes racines que Py,

alors:
my (X) = (X —a) ou my (X) = (X —af oumy (X)=(X-a)’.

Par un simple calcul matriciel, on montre que:

(4 —al)=0; (4 —al) =0;(Ae—-.af)3=0}

donc, par définition du polynéme minimal, on a:

105
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1) Par calculs. on trouve successivement:

2 2 -2
A-L=|-1 -1 1}
P ‘i =i
et:
000
(A-LY =0 0 o}
000
2) Le polyndme P défini par:
PX)= (X -1
u‘mmtﬂ. _.

= 1 on )= (1.
Gu—n Jl-a *D.*-H:im—t m (X)=(X-1).
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Chapitre 3 Polynémes d'endomorphismes

(‘.l":‘l-"l:l—( ll r‘) <

‘-11-, — nA _(.n_'lJI],

ou encore:

2n +1 2n e
.’l‘i = —-n —n +l i
n n g
§) On sait que (A-1; .’: =0, c'est-a-dire:

A —2441, =
Cette derniére relation s'éerit

A(A-2L) =L,
soit :

AL - A)= L.

La matrice A est donc inversible et son inverse est donnée par:
Al = 2I, — A

Démontrons par récurrence, pour tout n € N*, que:
Pour n =1 la propriété vient d'étre vérifie.
Supposons la propriété vérifiée pour n et démontrons-la pour n +1:

On a:
A—ln+l] 'y A—nA—l

= [(n +1)1; — n4][2I; — A]
=2(n+1)I; —(n+1)A—2nA+nd’
=2(n+1)I; —(3n +1)A + nA’.

On sait que:

A2 —24+ 1, =0,
donc:

A0 —9(n+1)1, — (3n+1)A+nd’
—2(n+1)];—(3n+1)A+n(24-1)
=2(n+1)I; — (3n+1)A+2nA —nly
=(n+2);—(n+1)A

107
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Ainsi, on a bien:

Vne N, A™" =(n+ 1) —nd.

Exercice 3

a) Etude de A:
e Déterminons le polynome caractéristique de A:

On a:
3-A 1 -1 SR i | .
det|] 0 2-A O =(2"4\) 1 {oN ,Cl*—C';-i-Gfm
1 1 1=
3-2 -1 _
=(2—A) 1 1= ,C,_ *—C, +G,1
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

La matrice A est bien inversible et son inverse est:

e Calcul de A" : _
Effectuons la division euclidienne de X" par 7
s
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iy

b) Etude de B

e Déterminons le polynome caractéristique de B.

On caleule:
1-X 1 1 y1
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

Exelt ice 4
D‘n‘rll‘“"’”“ les polynomes caractéristiques possibles pour A.

nome caractéristique de A, noté P, est de degré 3 et divise P _
es polynomes suivants: i ot &

Py(X) = (X =1)(X +1)
Py(X) = (X =1)(X +1)(X -3)
Py(X) = (X —1)(X -3y’
Py(X) = (X +1)' (X -3)
Py(X) = (X +1)(X —3)*
Py(X) = (X =3)}.

Le poly
p, ot donc 'un d

Déterminons les polynémes minimaux pmbka poui- A:
Le polynomes minimal de 4 divise P, et a les mémes nes

que P,, (sana eompter

la multiplicité). ® £
gi P(X)=(X-1(X +1), alors le polynome mmimﬂ de 4 est I'un dmﬁpaiym.
nes suivants: : .
my(X) = (X ~1)(X +1)} ﬁ:'-;’*i’f"’? Hihiens
,,,4*@)“_-:. '
Si P(X)=(X—- l)(X+1)(X 31 : A
mafx)—.,_ : N
§i P(X)= (X ~D)(X =3, al o
/
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Algébre
. imal de A est I'un des poly .
Si P,(X)=(X-3)", alors le polynome minimat €e YIOmes g |

vants: 3
my(X) = (X -3)

,,,u‘(x):(}f—:i)2
md(x)=(x——3).

3) Le polynome caractéristique de A divise Fi ¢t Py, donc il divise PGCD(R, R),

v PGCD(R,P) = (X —IX +2)(X -5),

.. &

, le polynéme caractéristique de A est:
S Py(X)= (x— (X +2)(X—- 6);

al est:
etsnnpolynbmemmlmmjx) x- 1)()[-&-2)(3'-5)-

Le polynome minimal est scindé et ses racines sont simples donc A est
__—_— : b
Exercice 5

lynome P défini
k% WP(X} L 4x—,x(X —4)
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3 (‘H-bo m O t
s I{I

[ polynome P admet une seule racine réelle 1

 polyBom® minimal de g. not¢ m, divise P et est yn
Jus. Fendomorphisme g est diagonalisable sur R m. o
;; racines sont simples. » My est
(On a donc: Nk
m,(X)= X -1.

on a donc g = Id et donc g =1Id.
o Jocas: m est pair.

De la méme fagon, I'endomorphisme g est sc :
pis ' i

On a done: A )
my(X) = (X ~1)(X +1) = X?

10, ‘i;',w

onadonc: g8 =1d, Cest-a-dire g =Id.

e L
peercice 6 _
[) Les denx matrices Aet Bne sont
0000
0000
A=[0 000
| 0000
0 0 ;:'_‘Hj*' i
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Algébre =3

o 2¢ecas: p=2.
Dans ce cas, pour chacune des matrices A et B, la taille du bloc de Joras.
plus grand est 2. SEa

On peut avoir:

1 \

1
) (0) 0 0 0) (0)
8 0 0 0)|:B= . 01 -
© [0 0 0| @ o of ©
oY @ © O J

Les matrices A et B ne sont pas semblables.

e 3ecas: p=3. _
D&nsaecas,Ponrchacunedesm&tnmAetBlata.ﬁledubloc;il
plus grand est 3. PN

On peut avoir:
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Chapitre 3 - Pulynomes dendomorphismes

» E&\ Cas. p =1 .

Dans ce cas, Pour chacune des matrices 4 et B
plus grand est 5. 11y a donc un seul bloe de J hdt:lue dt15 bloc de Jordan le

Les matrices A et B sont toutes lmdm Bemhlnblaa A

- 0010 g '
J=|[0 0 0 1 o
0000
0000
Les matrices A et B sont done semblables.
e T | » AT

Exercice'l . ._
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On a alors bien: i

[

S
Il
=

REMARQUE

Comme l'endomorphisme g est diagonalisable, le polynéme mi nm
scindé et ses racines sont simples. Dans ce cas, le polynome minimg]
noté m, , est de la forme:

mg(X)=X(X-—1)ouX-—lau X.

Dans tous les cas, on a bien:

7 =9

Exercice 8
On sait que
£ -3 +2f=0.
On en déduit que le polynome P défini par:
P(X)=X*-3X* +2X = X(X -1)(X -2)
e minimal m de fdivise X (X ~1)(X - z)
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percice ?
ammwk

dct(A.u . M) n Ll A]

Chavite3 Polynomes dendomorphismes

polynome caractéristique de la matrice 4,:

2m-5-) |
2m —10 2
C,+—C, +C,+Cy
4-m |
m-=A m—-1-) m—g‘

4=’

3—m~AI
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On en déduit que 7g(4 — 21) = 1. Ainsi. dimker(A, —21)= 3. .
De plus, on a forcement que dim ker(A, =2/ )2 = 4 Ainsi: la !'éd.uite de Jo
A, posséde trois blocs dont le plus grand est de taille 2, ¢’est-a-dire: Ay

F@' (0) 1

2]
= 31
L

Le polynome minimal de A, est donc: mh(X)=(X—2)’.
o 2ecas: m=2.

On a alors:
(m=5 1 1 4-m)

0 0 0 0
5-m -1 -1 m-4|
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes
(na
flel) = Ne!
f(e) = \e!

flen) = Al

donc:

f-(c;) = )1‘3" .l
.!‘(&:'):_.»\,‘a{ i)y

Ne.)um,

g T bk g ]

Les vecteurs propres de f sont mmm& FL r |
.u;valeursproplm{\ Ay !&-} 5 o
Comme | est dingonalisable, ¢, ... } f
" amcﬁrm;ncuvementm aleurs pro
R .,‘-:'
9) La matrice de I'endomorphisme f est d
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A
On a bien:
"lfj_ {0] = ). ; '

<]

gonalisable, le polynome minimal de [* est scindé et qu.

b) Comme f* est dia
nes sont simples. [l s'éerit done:

(X = 2)-(X =4, avee V(L3), A=A et A =0 B

- X

Examinons les racines de Q:

Le polynome @ s'écrit:
Q(x) = (x* i)~ A, )avec X, = A, et ¥i, | = 0.

Les racines de Q sont: {-ncines k° de z\l}U...U {racines k° de ,\’}

Pour tout i€ {1,...,p}, les racines k® de A, sont toutes dmtmcm

w&*o. -|—'

De plus, une racine k* de X, ne peut pas étre racine k° de ), avec -,3"
Les racines de @ sont donc simples. s
¢) On caleule Q(f) = mf,,[f") =0.
Le poiynbme Q est donc un polynome annulateur de ) 3
s m{ defchwse Q. Or les racines de Qm
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pour cela. ch

0
0
1

Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

erchons d'abord le polynéme caractéristique de f;

0 o 3 -A 0 0
X % 0 0 3=\ 3 o
3 -x 0| |0 3-a =2, 0pS"G+G
0 0 A 1L 0 0 -
A0
RRAE
=(3_.-,\_); 8 1
1o
e
2

X

wil
o~ o
i -
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Algebre 7

e

Notons: Qx) =5+ it By

' n—-1
N Q(u)(a) = 0y¢ + aqu(a) + oot Oy ¥ (a).
u“"'(a)} étant libre, on a alors:

La famille {a,u(a)...-, B .

Par conséquent, tout polynome non nul annulateur de u est de degré au me
D’apres leth&oréme de Caﬂey-Ha.m.ilton, le polynome caractéristique de u
est un -polynétﬁe' annulateur de u. Ce polynome est de degré n et l-e'.
yerane.da plus haitt degré st (~1)" . Ainsi, (—1)' F; est un polyndme u

teur de u de plus petit degré: c’est donc le polynome minimal de u.
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Ij oue:

¢ € ker(R*(u)).

par hypothése, on a alors:

2 € ker(R™(u)),

Ainsi: : , | 'l;
(R0 2 Q)s) =0, ) 4

Ceci étant vral pour tout y € E, le polynéme Bd‘-ﬁﬂwt . : r
B(X) = (R xQ)(X) it e_

est un polynome annulateur de u.

Ceci est impossible, car: - .
deg(R‘-le)<dﬁg(R'x@)= ""‘-.-d ca=ihs ﬂﬁ‘j'- )
ey ‘*ﬁ ﬂmu-ﬁ, b .
ce qui contredit le fait que le polynéme m Fhene %
annulateur de u de plus petit degré. :
b) Prenons y € F,. Le vecteur y sécrit alors: -"n'-i! % .]-,
y=ar+oud teta, 0@

Comme SEL'H(R'(‘HD, ona: !qmw X
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De plus:

“h“ ) ¢ L‘,[“’}(H. !1”})“ ) < th’f[” dll’lh‘_”(f"‘ "|'“i)| L) = (R‘ :(U})(IL

c'est-a-dire:

{(u)c ((3 ulu( litl){ll)F(Bln 3”““”( “]){ (R'_’(“))(J‘}.

Comme:

A(u)o (Q(u) o (ﬁ’" '[M])(J‘}): Alu)oq,, (u)(xr) =0,
(B(u)oR(u)( 1(m}) B(u)o (R (u))(z)=0

on en déduit que:
(R"'(u])(r) =0,
d’on la contradiction avec le fait que r € ker(R" ’(u)).

3) a) D’aprés le lemme des noyaux, on a:

B = ker(ﬁ"l (u))e? ... ® ker(P (u)).

Soit un polynome Q tel que Q(u)(a) = 0. On a alors:
Q(u)(a) = Q(u)(z;) + ... + Q(u)(, ) avee Q(u)(z,) € ker(P™ (u)).

La somme ker(R" (u))®.. &%ker(P“”( )) étant directe et Q(u)(a)=0, my
pour tout i € {1,....,n}, Qu)(z,)=

Comme Q(u)(z,) =0, on a: Vy € F, , Q(u)(y) = 0, donc Q est unpolym_
annule I'endomorphisme u, , donc m'z divise Q.

Mais, comme le polynéme minimal de u, est P™, on en déduit que P% dimﬂ
b) Vu que a est non nul, alors, d’aprés 1) b), on a: m, divise m,. |
Comme: |
Qu)(@) = m, (u)(a) = 0,
alors on peut reprendre la question 3)a) avec Q=m

on a donc:

Wk
Vie {l,..,n}, P* divise m,
donc, puisque P AP =1, on a:

HP"' divise m,

=]

c’est-A-dire:
m, divise m, .

124
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1
11l li*s [-.-f\.i,nuj_:,.,‘ 11 t'I i ps s ‘
\insl. s ] sont associés, ( omme ces denx I"J]\’Tlt')lnp-., ot
1 E 3T il e ' !“ : .
gnitaires, aors 7
= : as
. vect . uldj,.... U a } : . -
o o { , (a) ¢, donce le famille {‘l.u(a}.....ut I[u'}} est une
'-iII:]“l' generatrice de f |

Soit (._,n . orp O ,); K" tel que:
a,a + aula) + k-1
0 1 ...+n‘_|u (a) = (.

Soit Q le polynéme défini par:

QUX)=a,+a, X +... +a_ X*1,

On a:

Q(u)(a) = 0.

Ainsi:

Vi€ {l,...,n}, B divise Q,

c'est-a-dire, puisque B A PJ"J =4
J
[1P" divise @,
1=]

soit :
m, divise Q.
Or degm, =k et deg@=k—1, donc @Q=0¢et oy =0, =...=a,, =0.
Ainsi la famille {a,u(a)....,u*"'(a)} est libre et donc forme une base.
1) Supposons que m, = (=1)" F,.
On a alors degm, =n, donc, d’aprés la partie B, il existe a=0 tel que
@,u(a)....,u""(a)} soit une base de F,.
Or F,CE et dimF, = dimE = n, donc F, = E.
Ainsi, il existe a = 0 tel que
E = vect {a, u(a),..., u“"l(a)}.

Partie C
¢ Montrons que i) = ii).
Supposons que m, = (—1)" P, et notous
m,(X)= X" —a, X" X -y

D'aprés la partie B, il existe a =0 tel que:

fa. u(a),...u""(a)}
125
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soit une base de E.

Dans cette base, la matrice A s'éerit:

0 0 «+ 0 @]
g e . 0
4=l 1 f
£ L 0 a,
0 R 0 l ay‘
e Montrons que i) = i)- |
I"IW 5
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Chapitre 3 Polynomes d'endomorphismes

Per=e  [Ma)=q

Fea)=e  |fMe)=e
J P (6_,) =12, .‘ J“(%) =e
i'e) = € _.j‘.(e‘) =6,

9) Les matrices de JE. 1% J' sont données wwtpu

00 1 0 (000 1
= 30 Ja;'_l 050
1 00 0" 0L 0 o
0 1 0 0 001 0f |
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Aigetie |
fl

o: my(X)= 0 (X* - 1) avec acpe

En comparant les degrés, on a forcement qu

Par le fait que tout polynome minimal est I:nitmre. on a:
mJ(XJ = X = l.

6) Ona X' —1=(X-1)(X F1)(X =) (X +i)- . 3
Le polynome minimal m, est done scindé sur C et ses racines sont simpl
est diagonalisable sur C.

7) Les valeurs propres de J sont les racines du

de J sont donc {-1,1.—t.1}.

polynome minimal. Les v
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Chapitre 4

Dualite

1. Rappels de cours

Soit E£un K -espace vectoriel de dimension n.

p Définition d'une forme linéaire
Une application linéaire u définie sur F et a valeurs dans R est appelée forme

linéaire.
On note E* (ou £(E,R) ou L(E) ) l'espace vectoriel des formes linéaires sur E.

L'espace vectoriel E* s'appelle le dual de E.

D Propriété de £ *
La dimension de l'espace vectoriel E * vérifie: dim E* = dim E.

P Définition d'une base duale

Soit {t.1,....,v,} une base de E.

La famille {f, f,,....f,} est appelée base duale de £ * si et seulement si:
=1sii=}j

V(4 ) € {1,...,n} K{l,...,ﬂ}, f;(u.i) =d ='l= 0 sinon.

» Notation

Soit f une forme linéaire sur E. Soit z € E. On appelle cr

{4, lapplication de E* xE & valeurs dans R telle que:
{f,z) = f(z).

ochet de dualité et on note

129
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» Définition de la transposée d'une application lineaire

Soit u une application linéaire u:E — F. On appelle transposé de u et op %J:‘ _

'application de F * a valeurs dans E * telle que: o

vf € F*, vz € E, ("ulf).x) = (f.ulx)). A

: ‘L".J ,

- - - & '-H’

2. Enoncés des exercices <l

Exercice 1

Soit E le R —espace vectoriel des polynémes de degré <2 et soient 90”,
éléments de E* définis par:

a(P) = P(1), a(P) = P(1). ¢s(P) = [ Pla)dz:

Montrer que {¢,.,.9,} est une base de E*.

Dans R*, on consideére les vecteurs: By
b = (LLLD), 1 = (0.1,11), 4 =(0,0,1,1), v, = (0,0,0. 1), ¥,

',.

1) Montrer que B = {;,t,t,v,} est unebasede R".

e == e
i = T g
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9) Donuer sa matrice dans la base B = {13 28 X"}
3) Déterminer le noyau de "u

1) Donner la matrice de ‘v dans la base B,

percice 5 ‘

o . F et G e cpaces vectorils d lmension e sur K. Mrtrer que:

1) (ldg) = ldg.. ..

)Pourlouluet v dans QEF)“MW%QMK o Rtk + i et
out )= atut flu T :
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3. Corrigés des exercices

Exercice 1

Soient «. 3, v dans R tels que:

VP € Ry[X], ap(P)+ Ban(P)+v¢3(P) =0 (*).

Prenons P le polynome défini par:

p(X)=(X-1).

La relation (*) devient alors:

1 »
— 1) :U,
';‘L(J‘ 1)°dz

c'est-a-dire v = 0.

Prenons P le polynome défini par:

PX)=X-1.

La relation (*) devient alors:

By (P) =0,
c’est-a-dire 3 = 0.
Prenons P le polynéme défini par:

P(X)=1.

La relation (*) devient alors:

0‘01 (P) — Ot

c'est-a-dire a = 0.

On en déduit que la famille {¢,.@,, @3} est une famille libre de E *.
Par ailleurs, dim E* = dimvect{p,, ¢», @3} =3, donc {g,, ¥, @3} est une base &

EX.

Exercice 2

1) Posons la matrice P définie par:

10 0 0)

AR L0
P=

RS

153 ST

132

i
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€ E* telle que:
fly)=1
file) = fi(v) = f(v)=0.

9) ("h(-_n‘hullti fl

i Comme f, € E*. alors la matrice de f, est donnée par:

Mat(f)=(a b ¢ )

ot f est de la forme:

.ﬁ il

On obtient don le systéme linéaire:

ona detP =10, donc {v.vy,15,0,} est une base de £*.

e AN $T oo
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et enfin que:

R'— R f:
Z (r,y.2.8) = t — 2.
Perl
Exercice 3 % £: N
.‘:'b_ [
1) Soient a et 3 dans R tels que: b _‘_ _
VP € R,[X], af(P)+ BL(P)=0. (*) g
Prenons P le polynome défini par: " A
La relation (*) devient :
a+28=0.

Prenons P le polynéme défini par:

La relation (*) devient:
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; s e osysteme linéaire donne -
it Sution de ce s} nne:
La -

a=-2;b=2;a=1;8=2L

—
.

2

yinsi, In base duale de {f. .} est donnée par:

{—2X—2;X—}_}
i

prercice 4 R L teo 2RI

On montre facilement que: Fodi "h._;?;" EF 0 Ao
WP+Q=uP)+u@,
WAP)=3u(P), . i N

o Déterminons keru. 4
Soit P € ker(u) et écrivons le polynéme P s
P(X) = aX® 4 bX? +

On a alors:

uP) =aX®+bX*+cX +d
_ vl .
=—2aX® +(3a -

On obtient alors le sy
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Par ailleurs: _
u(l)=1 :
u(X) =1 I:|:
w(X?) = -X*+2X N
uw(X?) = -2X° 4-3X2. -

On en déduit que:
Im u = vect{l,—X* +2X,-2X" + 3X?%}.

2) La matrice de u dans la base B est donnée par:

119 9)
. 00 2 0
Mat)=ly o _1 3|
00 0 -2 i*
3) Déterminons ker'u. il
Soit f € ker'u, alors ‘u(f) = 0.
Va € B, (u(f),) = (f,u(z)),
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Ainsi:

gl {(EE*.Imucka_)'}

4 La matrice de 'u est donnée par:

Mﬂt(l u) =

Une explication de ce résultat sera donns

&

——————
fxercice 5
1) Soient fEE* et T EE.

On sait que:
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Algébre

Ainsi: o
("(ou + go)(f).x) = (filau+ do)(x)) e I.?E;H
= (f,ou(x) + Buv(r)) —_I
= a(f,u(@)) + B{f,v(z)) 3
= a('u(f).x) + B('v(f), ) o
= (a'u(f) + B'v(f), )
= ((a'u+ B'v)(f),2).

On a donc:

((au + Bv)(f) - (@"u + B'v)(f),z) = 0.

Cette derniere relation étant vraie pour tout z dans E, on obtient:

“(au + Bv)(f) — (@'u + B'v)(f) = 0,

soit :
(au + Bv)(f) = (@'u + B'v)(f). r
Cette derniére relation étant vraie pour tout f € F*, on en déduit ‘
‘(au+ Bv) = a'u+ B'v.

3) Soient fEG* et z€ E.

Scanned by CamScanner



Cette derniere relation étant vraie pour tout f € G*, on en déduit que:
‘(HO U) =! ‘UO‘ U
4 Moutrons que 'u est un automorphisme de E*. |
! . |
Goit [ € E* tel aue “ul(f) = 0. Montrons que f = (. '
On a. pour tout rdans E: ]
(u(f),z) =(f, u(x)) -
i e i AP T S L S LR
='_f(ﬂ(3)).=f0& _ . = IIE*_' !
SRR
On en déduit que: e ik . s
ImuCkerﬁEE. "-I-'.'.'_ f.l | o '_ ' - || 5
' &= oy o R
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La matrice de u € L(E,F) est donnée par: 5

uley) uley) - uley)

'\
! =
I
(y, Gy ** a, ) € ¥
! '.*'. {
Mat(u) = |%1 %27 Yn € B
: ':' . . . ‘
(Gt Gp2°" %) e

De méme, la matrice de ‘u € L(F*,E*) est donnée par:
‘uley) ‘uley) - ‘uley)
rbll bla". blp1 e*l

-

| b A “J"_’E
ub"l buz bﬂp J € n
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exercice 7

) \fontrons dans un premier temps que la famille { R fik: ) est Ilbre,

4.~ et & dans R tels que: iy aial 7

Soient ¢ o
0P & RIX], ah(P) + BH(P)+14(P) + 64(P). (¥

Prenons le polynome P défini par: 3.5 A e St : ':
PX)=151 s O saioo preaondu b - 5
La relation (*) devient alors: A . § : _| |
: N

2a+-2-7=0. : ;'_ i i __._::.” . i;'r.“

3 ' s Fo '} ,“1! I *W'T;,::TI. s -

ﬁ. 'S Al .._‘:':f“__ = ‘ '_|:‘ ._.. .
Prenons le polynome P défini par: Al

P(X) =56 i "*-id-f“ﬂ ‘{I‘ “'! &

| il
L

La relation (*) devient alors: i

7“53““

Prenons le polynome P défini pgq’.

La relation (*) devient alors:
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Algébre =
N

«t | 5 sl _—__j::

On en déduit que la famille (fofi b b st libre. i ;‘

On a de plus: g
dim E* = dim ver:t{j[,].)‘;,j;.,fj} =4, :l'

*
donc la famille {f.f: /i fs} est une base de E*.

2) Cherchons un polynome F sous la forme

P(X) = aX® +bX* +cX +d,

i L(Pe)=1=f1(f%|)=0:fz(f%)=0:ﬁ.(ﬁ,)zo,

On obtient le systéme linéaire suivant:

%-b-+2d=1 (1)
gEng
.5a+3c (2)
2. 2
=b+—-d=0 (3
5 +3 0 (3)
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On obtient le systéme linéaire suivant:

9 .

Za+2 =1
50 t3f =l

2 2 \

_b —d=10 ._'.:.'
W

dont la solution est:
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Algabre b

dont la solution est:

a=0
_
R
¢e=0
]
| b
c'est-a-dire: 1 d
= X ——
B=—%"-3
e De la méme fagon, on cherche un polynome P; sous la forme:
Py(X) = aX® +bX* +cX +d,

BB =05 f(B)=0: KB =0 KR =1
On obtient le systéme linéaire suivant: '
%b +2d=0 (1)
;S
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i1, Rappels de cours

2) Formes bilinéaires

SatEunespammmneldedlmensmnﬁmemunm,g:-..\ (=R

Formes bilinéaires -

1) Définition d'une forme bilinéaire 3
wuefl e 'uﬁf o

Umﬁrmebﬂmm:eestuneapphcauon b: Ex)E-*
dans E et pour tout A\ dans K,ana.
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Algébro

On a alors, pour tout vecteur r el ¥ de coordonnées respectives X et ¥ dapg la o

base B :

br.y) = X! x Matg(b)* }

¢ bilinéaire

3) Rang, noyau d’une form
(b), le rang de la matrice Matg(b).

e On appelle rang de b, noté rg

e On appelle noyau de b, noté ker(b), le sous-espace vectoriel :

ker(b) ={y € E/ VT E E, b(z,y) = 0}.

. ]
i

e Ou dit que b est non dégénérée si et seulement si
ker(b) = {0},

ou encore, si et seulement si:
rg(b) = dim E.

1) Formes bilinéaires symétriques

1) Définition

On dit que b est une forme bilinéaire symétrique si et seulement si:
Vz,y € E, b(z,y) = by, z).

:2) wmhmwmm

e '_mﬂ&qmdmm -
Skt d.lﬁ.’ﬁr_J_ BN,
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Soit B = l"'.-----';l} une base £

. ; - » base orthogonal i :
Ou dit que B est une gonale pour b si et seulement si. pour |
L, pour tout

couple (1.1) tel que i = J:

ble,.e,) = 0.

| Formes quadratiques

0 Dédinition d'une forme quadratique

['ne forme quadratique sur E est une application ¢ de E dans K tﬂlﬁ-qua;;-
i) Pour tout 7 € E et pour tout A € K, ¢g(Az) = A’q(:.':).
4 L application b, de E xE dans K définie par: ‘ :

b (z,y) = %Iq(z +v) —a(z) - qly)]

_' e
~

est nne forme bilinéaire symétrique sur E.

3) Matrice d'une forme quadratique
Si g est une forme quadratique sur E et b, la forme bilinéaire symét
matrice Matg(b,) de b, relativement & la base B est aussi apj

tvement & B est notée Matz(q).
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Algébre
Ia

On note:

p=card § € {1,....n} / qle,) = 0}

m = carddi € {1,.-n} / 4(&) < 0}.

Alors, la signature de g, notée sign(q) , est le couple:
sign(q) = (p,m).

u choix de la base B = {¢,...,e, }. De

La signature de g ne dépend pas d
rg(q) = p+m-

6) Méthode de réduction en carrés de Gauss
Soit g une forme quadratique donnée dans une base de E par une exp

q(2y,Bs-1 %) = ilaif.’ + 22%::,:::,.
o= <)
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e qu;ulraliquv g devient :

- 18 10 |

) I . ] 5—[: B
f TR 1T +—

tﬂfl"r’"'"r“) 2 2"11 20, i

wlmfmltﬁ R=1-— E,: a, /3 sont des Wlmmmda
aRnedépendmdc 1, nide z,. e
o pecommence le procédé avec le polynéme R Obtenn a@l& .
Apris un pombre fini d ‘opérations, on gbm o | "j | ‘I y
g(z) = i)‘.(fi(x)j’, Nt il '{»5'..
i=1 PR oy

4 les f sont des formes linéaires sur E.

; fnoncés des exercices

——
~ percice 1
(s cansdere s applications by : C'([0, 1])
s pac: '

Scanned by CamScanner



Algébre

L X - X'} est une base de R, |X] et d

3) Montrer que {X + 1LX°
R A me bilinéaire dans cette nouvelle base

matrice de b et expression de la for

Exercice 3

Sojent E un espace vectoriel réel de base

bilinéaire définie par: i
bz,y) = Ty + 2528 + 132305 — Dby ~ T 31,ys + 323Uy —STyyy —Szg,

1) Ecrire la matrice A de b relativement 4 la base B et préciser le rang de :

bilinéaire associée. Déterminer le noyau de b.
2) Soient u € L(E) et g: Ex E — R une forme bilinéaire symétrique non dé

telle que:
b(z,y) = 9(u(z),¥), Vx,y € E.

= {e.ey.63} et b:EXE R mh&fl

Déterminer la matrice M de u dans la base B. en fonction des matrices

de g.
Montrer que les vecteurs propres de u associés 4 des valeurs propres

b-orthogonaux et g-orthogonaux a la fois.
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. 6 : .: . ' I_
. Exerﬂce ‘:‘--
| Qoit applicat jon: |

g(x) =167 — 1627 + 5x3 — 162,z + 162,25 + 22,7,, Yz € R®, )

R ; ..' {I- _._v_‘_"l N
que g est une forme quadratique. Ecrire sa matrice P R

“grifier . ]
v la forme polaire associée b.

de R’ ¢ .
9) Donner une réduction de Gauss, en précisant une base orthogonale ainsi que le rang | ;i
ot la signature de ¢. - L e
3) Déterminer 'ensemble des vecteurs isotropes. : e 4

4) Trouver l'orthogonal de F = vect{e, &, +2¢,}.

————
Exercice 7

Troaver les réductions de Gauss des formes qua

.

base orthogonale ainsi que le rang et la si
q.m:_ique, la matrice dans la base canoni

) o) =5 -7 +257 — 4oz, T T |
) )= 4+ 4 2] ~ 120,z —dogy 420z,

i o .hI 1 q-_‘_ Y'v.! l't _{ ' oo
3) gl1) = 35,7, + 25,75 + T,T5. : ST S

berice8
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Algébre .

3. Corrigés des exercices N

Exercice 1

1) Prenant w. vet wdans c'([0,1]) et A€ R, on montre facilement que:

by (u + vow) = by (ww) + b (v,w)
by (uyv -+ w) = by (. 0) + by (u.w)

by (Au, v) = Aby (u,0)
by (u, Av) = Aby(u,v),

et que:
by (u + v,w) = by(w.w) + by(v,w)

by (u,v +w) = by(w.v) + b, (u, w)

3

52, v) = Aby (1, )
[Ba20) = tax(u,u)

Iwwﬁe mmﬂuadﬂ hoest bs(wo) =bwy).
g de bl est bu{ug?) ="%‘ w Emﬁ
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P L

teatCiILt
EvflLILS
EAL

lun[rnns que b est définie.
P{ltlr cela. on va montrer que les intégrales de la fo f]-
=1

puur tout ¢ € f“

5i g=0. f J—— dt = [arcsin(t)], = .
R i £

Supposons ¢ 2 2 A
Ou éerit, pour 0 < A < 1, grace & une intégration par parties:

4 A t
—dt = ' — dt
[ vt i
A

=l
=[J__,/1_ta Ji=iy
2 b e

Lorsque A — 1, les deux termes figurant dansle

mtésrdﬂdutypefJ—damm@nd‘
néaire b est bien définie.

Sit P €R,[X] tel que b(P,P)=0.
On a alors:
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Algébre iy

z D Fl - ~ .:‘;

Effectuons le chagement de variable: ¢ = cos@: Ry Hi;;
q E =

L 0 (cosO) _ Gnpdo = f (cos 8)° d6. i

di = = | —jm——— a1

f.l ’1 — " h o ((‘.0_89)' i s

Si ¢ est impair, alors:

T a
f-lnﬁdt = 0,
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(rice de b dans cette nouvelle base est :
La e

3 1r )
WA
=PTAP=|-ZX ..31". L]
29§ gl 5
6" T dng
. 8 8 ra -
Lutre méthode: En calculant directement les termes: | :
I BX+1.X +1):0(X* —1, X" 1) s 0(X = X2, X~ X2):  tern it
| AN PART paais __,", 'S!IIL!,«'-.I.T "
--"""""—-_
350(83
1) La matrice de brelativement a la base B est donnée par:
1 -1 3]
= |21 0 she gl
| 3 _5‘ 13 . - & Lol 8
t* B .
'~ Qu remarque que detA =0, donc rp(A)*-_-ﬂéaw » xxsﬁwfﬁ" '
Cherchons le noyau de b: e P arae ! ‘&'ﬁ E‘
- \ ,' ! 'fJ e
On résout lesystéme.linéai.re_; s

Fo cokcnd o (1):4(2) lomneqiioni
; Ihmpla@nntdnns(s),ona
*‘1&' S e .

=

5 '

[}7 Sy

||‘| )
: "lﬁmdﬂm
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Algeébre

E.

bilinéaire b s'écrit matriciellement:
b( X, Y)= XTAY.

2) Soient X et Y deux vecteurs de

La forme

D’autre part, la forme bilineaire g(u(.).-) <'écrit matriciellement :

g(u(X),Y)= (MX)'SY = xTM'sY.

Par identification, on trouve:

A=M"S.
Comme g est non dégénérée (i.e. rg(S)=n, donc S est inversible), ona:
M =4S 13
= (S AT
=(S7')T A, car A estsymétrique
‘ - (S-T )"' A, car I_(s-l )T . (ST )-1
=8§7"A, car S est symétrique.

Soient X un vecteur propre de u associé a la valeur propre A‘
propre de u associé A la valeur propre p avec Y

On a donc:

HX,Y) = g(u(X),¥) = Ag(X.Y).
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< I..l
On mh-ulg- que det A = 0, done rglb) =4 et le noyau de b est {D" } - -
2 La forme quadratique ¢ associée est donnée par: ,' :J1",,_ 4
-] Q(-r) = 2111'-1 '—GI]:S —ﬁz‘% +2m‘za' . &= IL':H-I'
La méthode de réduction en carrés de Gauss donne: \ | E o
STV o VRS AT
U =1 —3z,. v '_ SN 1%_"‘
\ - t '. .. i1 I'“Jll g |
On a alors: . 1o b TR A
glz) =2uu, —18z,23 + 22,75 T 91: |
= 2uyuy — 167,74 : li o R R
.‘? i

= 2(z, - 31,)(z; — 3z,) —,"15&::_‘;‘_‘ 2
—4(z5 +
On pose:

Scanned by CamScanner
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Posons maintenant P la matrice suivante:

E 44 3 =5
2 2 4 4 S
i
=z 2 4 4 :
R i 2 2
T4
B e
LO 4 4 )
Ou définit la base orthogonale pour ¢ par:
[i (31 r_3\‘
{ ) 4 e i
l@ f:f_2__ 4 4
2 2 3 3
(S 3| (4. _|4
2 |ul 2 1”3""' l' ;P 1 - IJ'
v 0 1 =1
L&J L‘:.J‘

4) Mmml’mmbhﬂwmtaﬁmmmdeg
Sﬂtlf (XYZT) WWWWMq
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Chapitre 5 Formes quadratiques

par ailleurs, on a:

(ba. X + V)P = (b(a, X) + b(a, )}’

= (ba, X))* + 2b(a, X)b(a, ¥) + (b(a, V).
On & aussi:
AX+Y)=2X) = 2Y) = 20(@)d(X, ¥) — (b(a, X)) ~ 2b(a, X)b(a, ¥)

= (@) + (bla, X)) + (b(a, v))?
= 29(a)b(X,Y) — 2b(a, X)b(a, ).

La forme polaire de ¢, notée b, est donnée par: S 1 b8
b.(X,Y) = q(a)b(X,Y) - b(a, X)b(a,Y). el = ;;r g fl_"tJ

3) On rappelle que le noyau de ¢ est 'ensemble N, ={X € B / b,(X,¥) =0, We@y

Soit X €N, alors, VY € E| _ '

bg(@)X,Y) ~bb(a, X)a,¥) = 0,

¢est-a-dire:

ba(a)X —b(a,mngo,}

Ainsi, g{a)X ~ b(a, X)a = 0,

On a donc N Cuect{a]; P

Réciproquement,, toutvect.m:r

~ Eneffet, VY € B,5,(0a,Y) =
noyau de .
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Algébre

Ol encore : 3
g(r) + 2th(a, ) + qla)t™ = 0. i
On obtient ainsi un polynome du second degré en t qui est positif ou ny| Mﬁl !

{ dans R. B |

On en déduit que son dmumunant est négatif ou nul, c'est-a-dire: h
— 4(b(a, 7))’ — 4g(z)qla) < 0, )

soit:

g(@)g(a) — (ba,x))* = 0,

ce qui signifie que  est positive ou nulle.

Exercice 6 _
1) La forme ¢ est de la forme: g(z) = EE% .Z,, donc g est bien une for
m“e‘ i=1 =1
Sa matrice dans la base canonique de R* est:
[ T =5 01
e 0 -16 8 0
gg=8vne 15 1]
_ 1o
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i On en doduit immédiatement que rg(g) =4 et que sign( 0=(22).
Recherche de la base orthogonale pour q =
L] S -

Posolls r L ! s I
X =4_g;l _.21-’ | “!."

Y =4z, -2z, Y "'.‘

12 =Rl

1 .
T =g :
1 3:445 - A '=' - :
o

Inversons ce systéme linéaire:
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Algébre ._I

Qoit U =(X.Y.2.T) est vecteur jsotrope.
: : 2 2 i K-
Alors ¢(X.Y,2.7)=0, clest-a-dire: X° +2° = Y*® + T .
L'ensemble des vecteurs isotropes est I'ensemble des vecteurs U = (X, Y"z&);ﬁ |
- :-I. i

que:
Xz+Zz =Y2+T2.

=dim3=4. Done dmF*=4-2=2.

4) On sait que dim F +dim F*
Posons ¢, =(1,0,0.0) et & = (1,1,2,0).
Cherchons un vecteur I = (a,b,c,d) dans i
On doit avoir b(z.e,) =0 et b(zr.e) =0, c'est-a-dire:

16a —8¢ =0
16a — 16b — 10c — Be — 162 + 8¢ +16b +2d = 0,

16a —8c =10
—10c +2d = 0.
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o Recl erche ¢

Posons

[pversons ce systéme:

[

je la base orthogonale pour g

.Y:_-rl _.2'3‘.3
i =T+

2 = 3,
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 Algabre

|
I'l + 'IIQ o '.2'-1'-3

L

S
-z, — =T
HYERTe

1

15 o

- +—1x; — llnxy
1

i
1227

n+

2 15 22
— e
7 [I’ 150

¢ Recherche de la base orthogonale pour ¢

Posons 1
X =2 +‘2;-‘52-3‘3
-, L.,
G
Inversons ce systéme: |
o =%x+ 1 Y"n? 5

A

15( 2 #
—| 5 —— &
1 AT T

Z

2
¥ ]
15
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. reduction en carrés de Gauss donne:
q(r) = 30,2y + 22,2, + 2,2,
= 1,(32; +224) + 2,7,
= 5 (3%, + 3y) + 2,7,

3) Lamct hode de

=5

On pose:

4 = 31y + 21, =
U, =3zl +1:3. lelij
On a alors: 9 S REG-Y. :!:
1 R N Sl = o ST W
o) =gt~ 3 el
TS IS8s
1 e
= (30 +32,+ 3::_,)2 (3z, +35—g) —-;g il

i—( tota)f - (331 32, - za)'--sz'

D
T

o Recherche de la base orthogonale pour ¢:
Posons

bt

X= —-(:ul +m, +=a)

Inversons ce systéme:
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On définit la base ort ha;.,unale pour ¢ par:

: —J6
S E
3 ‘ I |
lf'&f—:%@-‘ﬂ*':;:‘_j;_'
w=|% " .
0 0 & |
L \ / \2 ¥

Exercice 8- | ¥
1) Utilisons la méthode de réduction en carrés de Gauss:

o qzyz) =7 W T
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oo P la matrice définie par:
Poson s
P =|owoi i, :
2 % .

0 2 -2 B i
| + 5
o orthonormale est donnée par: T o J_"'r.

La base orti o Spe o [l |

eamat ot

1
31'= 0 :&::
0

g) Ue base de () est donnée pars
—2

On doit avoir: e 3
cest-a-dire:

4 (4t -12) M+ ( +
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Trois cas se présentent:
i) ler cas: t—1>0.
Dans ce cas, la forme quadratique en A et ji précédente est [y

deux carrés. L'unique solution de: ) )
N 4 (4t —12) 2+ (F +3t)f =0

2 5

est A=p=0. Il n’y adonc pas de vecteurs isotropes non nul de ¢ daus

i) 2ecas: t—1=0.
Dans ce cas, une solution non nulle de:
AN + (4t —12)M+ (£ +3t)u’ =0

est, par exemple, A = p = 1. 1l y a au moins un vecteur isotrop
g dans (R). '
iii) 3e cas: t—1<0.
Dans ce cas, I'équation: '
AN 4 (4t =12+ (£ + 3t )’ =0

adment au moins une solution non nulle, par exe
3—t+3 13| ‘

Ay  au moins un vecteur i
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cost-a-dire:

—t|
ant X=10]:
3

Prenons mainten

Ona alors: s
BX.Y) = ~tX(=2A—th) =9\-

Il

c’ﬁt-ﬁ-dil’e z

BUX,Y) = @2t —6)A
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Chapitre 6

spplication des formes
quadratiques a l'étude

des coniques

1, Rappels de cours

;) Définitions
On appelle conique toute courbe d’équation implicite:
f(z,y) = az® + 2bzy +cy’ + 20z +28y + 7 =0.

» Classification
A partir de I'équation précédente, on construit les matrices symétriques suivantes:
a . b
a b
M= et A=|b ¢ B
' M
QPR

Suivant les valeurs de det M et detA, on déduit la nature de la conique:

et det A =() =()

- La conique est dite: impropre propre
|| _ det M>0 un point une ellipse

| Nature de la con ique det M=0 une droite une parabole

- SN det M<0 la réunion de deux droites | un¢ hyperbole

17
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Algebre _'

\{)'L]_'\ lmsbunh dl' ('Ut(‘ 1('\ (U]”(ll“—h “"I)TUI)] (] I)l)lll nos lIlI(l’t"s.‘wt‘!’ au,x CquuQ

Parmi ces derniéres. nous distinguons deux sortes de coniques : les Cﬂmqum i. Z J
(ellipse et hyperbole) et la parabole. t
b) Plan d'étude d'une conique a centre . a
» Recherche du centre de symétrie . .
En gardant les mémes notations que celles figurant dans la définition, le centre f, |
de la conique est donnée par la résolution du systéme linéaire suivant: ; Ty _
‘ =
M x[ ] = —[ ﬁ] :

iy
.4;4 E

» Recherche des axes de symétrie

Notons v, et v, les vecteurs propres associés aux valeurs propres J*}“
matrice M.

Soit I(zy,y,) le centre de symétrie de la conique.

Prenons P un point de la conique de coordonnées P(X,Y) dans le rep
alors l'équation de la conique s'écrit plus simplement da.ns ce nouvea

AXE 4 MY + flzg,y,) =

Cette derni¢re équation s’appelle ’équation réduite de la conique et p
sous la forme plus simple:

A
F

x* v | r .
T+:—b§;—=1‘ pom:unedhpae, n At b

—zr ?-—1 pcmrune
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umbk‘au i i ‘-:
/‘m réduite Foyers y l —
| Nature Excentricité Sommets '
de I mion de la Défiitinrni
comiqU® directrice ifocale . __
/" 3 .2 &= —
:Ez"*"}éz":l F(c,0) ; F'(—-c,ﬁ)
a ; |y
F. o
c e
ctavee =5 | A@0);Aa0); |
BO.Y) B0y |

aprés donne la nature de l'ensemble des points M sl m h- :

Chapitre 6  Application des formes quadratiques 2 I'étude des co
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Algebre

Alors. la distance d(M.D) du point M i la droite D est donnée par:

|a"rlj+bd‘ﬂ'+( | -:Vé;_.

d(M,D) = m . .1_3:'

2. Enoncés des exercices

Exercice 1
Pour chacune des coniques suivantes, préciser :

— la nature de la conique,

- rédmtedelaeomque
a) ﬁ(z.y)mlﬂa? m+37y’ —22 +14y~5=0

b ""‘Q“""‘“rfi"-d'v

.-w, Lo
*&W_ B
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Chapitre 6 Application des formes quadratiques a I'étude de

: Corrigés des exercices

percice 1

) la conique d équation
) Soit 41 flz,y) = 13z° — 322y +3Ty* — 22+ 14y - 5=0. > i
Nature de la conique G L
: |
pasons M et A les matrices symétriques définie par: :

13 —16 Lanio

-1 7

jetd=—1125= 0 et detM =225 >0. On en déduit

, Recherche du centre de 1 ellipse
Soit I(:;:‘J y,) le centre de l'ellipse. Alors (ﬂa"mﬂ
: : 13 —16 % _‘i'-‘.. ” )
[—16 37 [ ] |

R AQ&H".
La résolution de ce systéme lineaire Y .
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Algébre

i
Représentation graphique de la conique G : ) 1
151
| i
te b
10
1%
L

151

b) Soit C, la conique d’équation:
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Chapitre 6 ‘ '
p Application des for €5 Quadratiqyes 3 'étude des
coniques

olution de ce systeme linéaire donpe:
‘\i.

la H~5,--3).

=] —1
plus. fl : =11,
s de symetrie

De
]][’(‘h” che 11[1‘1 axc
. alication de la matrice 1c :
{mmmdh“ it a s A donue deux valeys propres distinet
- ‘les

Lat 1
-1 X == Les vecteurs propres. unit aires, associé
b X A y dS50C16s d ces yve
_ . S valeurs pro-
pres sont :
-1 1
2 V2
-lrl —] ct vy = "
1 £ 1
V2 V2

Le repére (7t ) Ronnns o buss orhexsaies (v, v,) dans lequel Uellipse C,
a pour équation réduite:
1

=¥
— X% Loy -
= +21 +11 =0,

que l'on écrit plus simplement :

9

¥ v o
(22)  (v22)

Représentation graphique de la conique C :
204 ,

e

0

177
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Algébre

¢) Soit ¢ la conique d’eéquation :
f(z.y) = (22 4 3y)" +42 +5y =5=0.

e Nature de la conique G

Posons M et A les matrices symétriques dreﬁnie par :‘ 7ol 1?: !
4 6 2 'lI L
TN TE '
M= 6 g ] — 2 N b
gl 2 <
\ 2 )

detA=—1=0 et detM =0. On en déduit que C; est une parabole,
e Recherche du sommet et de I'axe de la parabole :’ :

Oﬁ eﬁectnele changement de variables:
lZ =2z+3y
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Chapitre 6  Application des formes : |
Quadratiques 3 I'étude ge

. le eau changement i . _ o
Fffectuons le nouveau gement de variables : — Sy

X =z

26 i ‘e
y o 3909 RRED .
104 _ WL |
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Algelre

la conigue C, :

Représentation graphique de

B e & s
floy) =47 +4zy+y' ~20—6y+1=0.

e €, ;
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Chapitre 6  Application des formes

« changement de variables, I'équation de la co
L mm.

¥
. flay) =(Qr+ y)' =20 —6y+1=0

_ 7 -2[23——7‘] o —Z+ |
— 7*—2Z 2T 41 =D,
liquons 1 méthode de la réduction de Gauss a 1'é

Appli

wn‘: i,
72 -2Z-2T+1 =(Z=1t=¢

Effectuons le nouveau changement de v-artabw:-‘
lX =Z-1
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Algébre

e de la conique C; :

Représentation graphiqu
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Chapitre 6  Application des formes quadratiques A |'¢

2 3 _,
}__*__;‘l— et det M = e 0.

@d=""4 s _
cas € présentent alors. suivant que 33 —a’ =0 ou

D"ux ‘ [ h

) toos Jp-a =

cas, la comque C est dégénérée.

e tion de la conique C devient:
Comme g== 4 l'équal q evient.

]

x‘ -

La méthode de réduction en carrés de Gauss d

&

Army+y oz +ay +——-_r[z+-’y‘

Ou en déduit que:
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."-'\ I gl;h[ €

e Recherche des axes de symétrie

La diagonalisation de la matrice A donne deux valeurs propres dm% &

3 Les vecteurs propres, unitaires, associés a ces valeurs propres sq sont:

. -1 kS B '
2 V2 '
Ul = J]__ et ‘02 = 1 .
2 ;)

On en déduit le repere (I,y,v,) fournit une base orthonormée (v, u,)
I'ellipse C a pour équation réduite: 1

8% .:.;. 2 _Ei.= *
-2'X +2_Y +[ﬁ 3] (1% s

A nouveau, deux sous-cas se présentent, suivant que 3 —

' a® .
i) Si 5—%— < 0, alors I'équation (*) s’écrit :
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o 0de cette ellipse est le milieu du segment [FF - _v,
T _1. De plus. le sommet A se situant sur 'axe focal

(= 0F = :
0 déd!lll fa longuenr du demi petit-axe de cette il j F

' tricité :
a donc pour excen -
cate ellips® ‘

| _ qrune de ses directrices D est:

! ¢Fﬂ“’mﬂ '

pegons un point M (z,y) sur cette ellipse. Alor
d(MF)-ne;

o
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Algébre %

F—#
Exercice 4

Utilisons dans cet exercice e propriété importante des tangentes 4 ype Dary
T . -

;idérons une parabole p de foyer F. M un point de p et Tla .
g‘“:b:m H l;: projeté de M sur la directrice de p. Alors la' tangente T m&l h;?
d: :agment [FM] ou encore, unc autre facon de caractériser T est de dire

symétrique de F par rapport a T
ice. P la Pal'abole hercl
|, retournons & notre pxercice. Notons e
Ai. e ce ragg:on;‘e(xm up) les coordonnées du foyer F de la parabole P.
A len;:;ljeté orthogonal de A sur la directrice D et B', le projeté or
sur D. N 4
uisque A a P, alors le projeté de A sur D
isque (Or) est la tangente en ; ojef e
:t le symétrique du foyer F par rapport a (Oz). Ainsi, comme F_a_ oL
(£0:8). alors son symétrique A' par rapport & (Or) a pour coordon
D::‘l?n.mne fa@ou, comme B' est le symétrique de F par rapport a
coordonnées B’ (—T.%)- -
1 ; 1 . Pa¥y AL [ o Vo = Bl(
a directrice D passe par le point A’ (24, o) et le point B
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Chapitre 6 Applicationdesfumsqu e #I_._;__ ]

Jeduit que A 1'B' =0 et que BB A'B _o’c,@&m;
1 :
(n € .r” & yu —9m =0 (1)

o +¥%—%=0 (2)
on obtient :

culant (1)+(2),
- Yo = 23.

ant ce résultat dans (1), on obtient:

lag
= 5rp — 21 = 0.

0) étant exclue (car ce pomt est Ei"
falement pour coordonnées [—- —] et la d!ﬂlia P.:

*, Equation de la parabole P o8
St M(z.y) € P. Alors le point M vérifie
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Algebre !
de variables: . -
2= g~3Y S
T=2z+ W

On effectue alors le changement

que l'on peut aussi écrire:
e T
5 5
=2z 4o
1R 48

Avec ce changement de variables, I'équation de la conique devi t:
2 +dyf —dry—4r—-8y+4 =(z— — ) -4z - 8y+4==ﬂ m, :
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4 nouveal 1€ pére orthonormé

ention d
. ot yen fonction de Xet Y:

En-ifom : ,
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1, Rappels de cours

ERRTRDPE S S
%t Eun espace euclidien.

| Définitions et propriétés

+ Un produit scalaire sur E, noté (.,.), est une . i"e

ks denx propriétés suivantes: o ¥
| ¥2€E, (1,2) >0, (On dit alors que ce
'I‘ i £2)=0& z = 0. (On dit alors qﬁa :

’“’%mme de z le réel: m=
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Algebre

'.

») Orthogonalité

1) Orthonormalisation de Schmidt

Le procédé- d'orthonormalisation de Schmidt consiste & construire une by
mée {'Et £ } a partir d’'une base quelconque {f,..-.e, } selon la technic

el — ei = 81 = e!

& =€+ i

a5 ol A=—(ee) Y
& = ey + e, + e,

@ T od A=—(ee) et p=—{eg€)

k-1 _
6 — & =6+ Neod Vik=-—(g.€) = g=

=1
La base g,,e;} ainsi ob#enue est une base orthonomée.

2) Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

. Sthusn SOUS-espace vectonel. Ona.ppelleort.hogona.ldng

Ft=feF/vyeF @y =0}
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‘ dli pru\lilll \'(_a(‘luriul ‘ - "_—
£ l,m aE - .“‘ | »

g propt” o ARt _ A

: firectement de la définition, on a: s

-nlﬂﬂ"l ‘ v |

) webunu=0

our 1A v est orthogonal aux vecteurs u et v. (En

; i e ds oy
flet™ colinéaires. alors {u.v,u A v} est une base de n“’) |

' sont pas
calcls ; d'aire €t de volume:
aire du triangle formé des vecteurs u et v est doaﬂﬁé

]

e volume du parallélépipede formé des vect

o
detlu, 1)

1) Les farmes quadratiques suivantes défini
I"' ) Q=1 + 5+ 33 +23;1;¢a+m¢ ‘
Qo= +225 +25 — 23 mﬁ.
ﬂql(l] 54 — 23 + 323 + 3%y +?W=
%' formes bilinéaires suivantes so
ﬂl U’Q)Hf P(*)Q(t)c“dt, -u .‘.im—

"'F-

=
'

- f7 roQOostosr
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Algébre g I

5 trois réels. Montrer gue l'on a:
o - 1= (2 +2y+32)° <14,

2) Soient I, Y. s
a)r +y t 2

| 2 : 2 11
b)z* +2y° +32 <l=(r+y+2) S.E,

#

Exercice 3
On considére le produit scalaire usuel de R,[X] défini par:
(P,Q) = agh, + a,b, + ayb,.

od P(X) = tg +a X +0, X" et Q(X) = by + b X +b5,X°.

Soient les polynomes: :
P(X)=3X*+2X +1;
B(X)=-X*+2X +1; )
2 : il J -
B(X)=3X"+2X+5; b 28N
P(X)=3X*+5X +2.
er un polynome B, de R,[X] equidistant de B, By, By, Py
b _—— 3 o s - _'_';,. _:

h‘ "':1':", A ¢ W et R 0] et SNl g

"
.
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Exe[dce 6 |
. Fun espace cuclidien orienté de dimension 3. h&antmrm'
on 8-

) (uAAY = (uw)v - (v w)u
| (u/

Soient a et b deux vecteurs donnés de E. Résoudre dmﬂh'

= [u, w,z]v — [v,w,T] u.

3 So £
— ‘.:!_. _
grercice 7 :

qit E=M(R) et ¢: EX E — R définie par ¢(A,B
{) Montrer que @ est un produit scalaire sur E. :

2) On note F l'espace vectoriel engendré par les
| a) Donner une base et la dimension de p: #

. nmdmamm que
1 Cest-adire que Qfz)
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b) La réduction en carrés de Gauss de @, donne:
Q,(z) = =27 +213 + 213 =217, — 2z,

= (5 — %) — 23 +22; +213 — 2,7,
= (1, —5,)" + 13 + 223 — 2z,7,

=(r, —2) + (1 — 1) — 23 + 227
= (5, —5,) +(5—z3) +33.

On a alors: Yz € R, Q,(z) > 0, c'est-a-dire, Q, est positive.
De plus: Q,(z) =0 si et seulement si:

} iz —2,=0,
:!:3=0 -

ce qui donne 7, = 7, = z, = 0, soit z =(0,0,0). Donc Q, .
La forme quadratique @, provient bien d’un produit sca

c) On peut remarquer que Q4(0,1,0)=—1< 0. La forme g
vient donc pas d’un produit scalaire.

2)!)0mmmquem&rmbmwme;
‘ﬁir-@ﬂ“‘aj (P{ﬁ))’e"dt Umetmhunma. -
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Chapitre 7 Podut el sciion *M

1t [I'l-‘ i)ilrt: | :A

o dau W(r,y) = a®(z,x) + bd(x, v) + ob(y, y). _
aisque ¥ ost symetrique, on a: . Cia

A P ¥(y.z) = ¥(z,y), L Ae R

(st 'Hlll'f’

ad(r. J' ) + bfl)(.l‘ y 2 Cq)(y‘y) = a@(y,y) +M’(I,U)+c§(z,a)¢

@il '“_c’¢’(I’I)+(C—Gi¢(y,y)=o_ F i
Prenons. par exemple, r = 0. Dans ce cas, on a: 0=(c—a)®(y,y), Yy

Choisissons maintenant y = 0. Du fait que ® estunefqmg
4‘(!-9)’0 pour y =0 et donec ¢ = a. S

application W s’écrit alors W (z,y) = a®(z,7) + bd(z,y) +
[itilisons maintenant la bilinéarité de I'application ¥ :

Spient 7. y €t 2 dans R*. On a d'une part:
Yr+y2) =a®(z+y2+ y) +b®(z +y,2) + 6‘%‘#,5)
= a®(z,z) + 26‘1’(3, y) + M@(M) ¥

¢ d'autre part :
Wr+y.2) =¥(z,2)+ ¥(y2)

= a®(z,2) + w(z;«u%;;

(n a donc:
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Réciproquement, on montre que, si ¥ s'écrit bP, alors ¥ est un prodas
: Al

1 T
2) a) Posons U = 2| et V =|y|. Notons (.,.) le produit scalaire usye -‘é
3 z T

désigne la norme associée  ce produit scalaire.

L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne:
| [ <l

ce qui nous conduit a: o :

(+2+32f <(® +2° +3°)( +vz+g}ﬂhh
i !_;_,:.‘

cest-a-dire, compte tenu du fait que z* +y° + 2 3 3hae < il
(z+2y+32)f <14,
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p, doit verifier:
(d(P. P) )Y =(a—3° +(b— -2 +(c- -1 (“i”i“ e,
(ri(fu-g-}) (ﬂ-{-l) +(b— 2) PEse 1)3 -

(d(B B)) = (@=3) +(b=2) 4 (c- .5)1_
(d(F P)) (“-3)2'?‘(5 5) +(c_,2)2

-m')ll“’
pols

-2 donne @ = 1.

(@) donse ¢ =3

2
e B, cherche s'écri . | b
| [ polyndmn F;,(X)’ = X' 43X +3. gV ‘ :
d(R,,R) vaut donc: {
Ja distance ©70 \1 1
d(ﬂlaPl) = v4 +1+ #a‘
| ‘ F J i
nmmmlmmmbase cancakigeis “si
de Schmidt.: 80
Ona f’]‘k:z.

~ (ndéfinit le premier vecteur de la

Scanned by CamScanner



Algebre

c'est & dire A=0 et p=;3--
Le polynéme P s'écrit donc: oK
P(X)= X* —=. i

De plus:
" y2 _
(P,P)—LI[X —=| dt=

On prend done:
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(o doi

(e (15"

t'ﬁ“"dire:

:n'u'lr:

il

) = () =0

)= (vg.1y) + 4\(1:2,01}4:.”(‘1!}% 4
= (i, ty) = (l'mv-.»>+f\(-vg.vg)+p(u1';,-._gg. :

vyet) = 6 et () =1, (g,

=0
6+20A=0,

~
1=

-
— -

S ojo ol
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1) L'aire du parallelogramme défini par les vecteurs u et v est donnée par:
.

funvf]=f—1 = /6.
-1

Le volume du parallélépipede défini par les vecteurs u, v et w est dong
1.1 23 ‘
[wv,w] =1 0 1|,C; «C5-C,
120

2
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Lg=0ou = 0 ou w=0.
oS-

B gt ot trivialement veérifice,
uz{] oll 1:30 u et ‘llmhﬂémm
as:

(i uAvr=0 donc (tAV)Aw=0.

| pans ce Cas,
|
e qart (e — () = alowh —alnujp =0,

0 ou v = 0: uet vnon colinéaires,

o oot U7
famille {u.v} est libre.

mconsmutunc bﬂSEde R3 enpmln ur le F

,mhsonscettebaseenla.baaea hono
b6 d ‘orthonormalisation de Schmidt:

[aversons ce systéme:

L
%_.
o
 Posons w = pe; + g€, + Ty

3 Caleulons, d'une part,
(uAV)AW =
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Algébre

et que:
(vwA 1) = [v,w,7].
On a bien le résultat attendu. 3
3) On peut tout d’abord remarquer que, grace a une propriété du prody -
a:
vz € R*, {(a A z,a) = 0,
¢'est-a-dire:
(b,a) = 0.
Deux cas se présentent alors: v
o ler cas: (ab)=0.
Il n'y a pas de solution.
e 2ecas: (a,b)=0.
Sia=0et b=0:il n'y a pas de solutions.
8 q*-:mﬂo“*aﬂ tout vecteur z de R? ut
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5 est clairement linéaire.
5"-,,plicii“‘) ¥

[kplllb'- p(B
yjonironS Ia pountmté de (A, A).

s )l . on obtient:
E!W“nt i J <i<n

fo la positivité de 0 (A, A).

\ontrons maintenant que @ est déﬁme.

oan)=0 &3 534,
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Algébre

(ﬂ — 1)
e n=2)+..+2+1= o
La deuxi¢me forme engendre (1 1) +(n 5 Soit ley

. le nombre dans la partie supérieure de la matriq

sndre le
ue peut prendre . bili
1m;tlon:[l ml:'m . avec des 1 sur la diagonale sont compatibilisées dang
exclue : ot

i n(n—1)
Ainsi, la dimension de Fest: n+ 5

. fl(1’22+ 1]- Done dimPaE

; : i
b) Notons G, I'ensemble des matrices antisymétriques et montrons que

e Démontrons que G C F*.
Soit M € G, une matrice antisymétrique et A une matrice s

trons que M e F*.
On a d'une part: ¢ (A4, M) = Tr(A"M) = Tr(AM), car A
D’autre part,ona: (4, M) = ¢ (M, A) = Tr(M" A) = —Tr (MA)
car M est antisymétrique et ¢ symétrique. .
Ainsi: (A M) = Tr(AM) = —Tr (AM).
Donc Tr(AM) =0, clest-a-dire Tr(A"M) =0, donc: M € :
e Démontrons que F* CG. '
Cette inclusion se montre par égalité des dimensions.
Elm, msa.it que: dim F +dim F* = dim E = n, pm:’

ikl ato=1,

M.ﬁimf"-

-5y
‘1}'.. \

! |b-_""q’]§ g
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" Chapitre 8 % “ s

Matrices orthogonales

1. Rappels de cours i} ,

I . ot Fa winkr o ol Eir
Sit Eun espace euclidien de dimension 3. On note (,.) un pig&ﬂ%" laire sur .

1) Définitions et propriétés | o el i e
| 1) Définition d'une matrice orthogonale |
Une matrice A est une matrice orthogOnnle si:

S > Z-ﬂ-"'.:“Jfé
ATA=1L .

2) Définitions équivalentes
la matrice 4 forment une base ortl

L ERTR s

3 Une propriété des matrices orth
Seit 4 une matrice
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i b) Espace euclidien orienté

. : : ‘espace euclidien orienté uti
Introduisons maintenant la notion d’espace eucl ¢ utile pour I‘ét“de(h

rotations.
1) Orientation d’'espace enclidien

deux bases orthonormées B ct B' ont la méme orientation s

det(B') = 1 oudet(B) = 1.
B 8

e On dit que

Dans le cas contraire, on dit que les deux bases orthonormées B et B' n'gpg Py
méme orientation.

e On dit qu'une base orthonormée B est directe si B a la méme onenm‘mth
base canonique de E. Dans le cas contraire, on dit que B est une base mnﬂ'ﬂh _

indirecte.

e On dit que l'espace euclidien E est orienté si toute base orthonormée &b ‘
directe ou indirecte.

¢) Plan d'étude d’'une rotation
On suppose, dans cette partie, que F est un espace euclidien orienté.

By,
g

o On recherche un vecteur invariant par A, c’est-a-dire un vecteur n tel g

An =n.
L'axe de la rotation A est alors donné par vect{n). -8 "ﬁ ; I‘L '__
e Recherche de I'angle 8 de la rotation: B
i) Calcul de cosf B

Il est donné par la formule: Trd = 1+2msgl od T e
c’est-a-dire la somme des termes diagonaux de A.

wii) Caleul de sin@
On choisit un vecteur quelconque z, non invariant par .

Le signe de sin@ est alors donné par le signe de det(z, Az, n) Qil'
calculé ci-dessus. '

o) Projection et symétrie orthnganales

i",m F un sous-espace vectoriel de E. On mﬁe {e,,e,, ‘,e,} une '

On note enfin P, Ia projection’ ort
rapport au plan F.
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Chapitre 8 Matrices orthogonales

’
hogonale sur F est donnée par:
. l
I~ <
E, Pp(x) Z{J'.r, )e,.
=1
Lo symétrie orthogonale par rapport au plan F est donnée par:
L] i . o

Vz € E, Sp(x) = 2Py (z) - z.

", vates
p Propnetes

note F* Torthog mal de F, alors:
N On

o La projection ort hogonale sur F~ | noté PF*’“' est donnée par:

Vz € E, P, () = a— Pp(x),

o La svmétrie orthogonale par rapport & la droite F*, noté Srl‘ est donnée par:

Vi€ E, S () =2—5p(x).

2. Enoncés des exercices

1 i — .

Exercice 1

Déterminer la matrice de la rotation R de R® dans ume base orthonormée (!"‘.f,k).

telle que R(#)= it on §= [_}_E—T;\jli_ at R({)-_- k. Donngr son angle de rotation.
e ——
Bxercice 2

6 .3
Compléter la matrice 4= L —2 6 .| en une matrice orthogonale de déterminant
7

3
POSItE puis eydier I'endomorphisme représenté par A.

209
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Algebre

Exercice 3
Soit E un espace euclidien de dimension 3 et B une base orthonormée direr

les endomorphismes de E représentés dans la base B par les matrices suiv

—2 2 -1 —2 -6 Hl.
1 -
a)A1=%2 1 2| b 4=7[6 1 3
=1 2 =2 & 3 e
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Chapitre 8 Matrices orth
9) On ._.-,uppt')‘a‘(_' qll;‘ -E.(:slt ;_m):]rl ll:::st:::(’ Ortlloonorma]e’ directe 011 :““ = hm
" ijon R d'axe D orienté | eur unitaire n et d'angle 4. '
a) \foutrer que: vre F, (r,n)=0 et R(z) = 1cosf re A 2)sind,
p) On note, pour chaque vecteur z de F, z, sa projection orthogonale sur D et e
celle sur la plan orthogonal a D. Montrer que T = (z,n)n "Jﬁ—{t,g}n A7 :
¢ En deduire que: Yz € B, R(z) = 2c0sf +(n A 2)sinf + (1 cos 6)(z, njn. | o
: ez ki -
A
d) Appficah'on ‘-‘F:\I-:
e

Déterminer analytiquement R lorsque n=[%f715,0] eb0=_z. _::

NS : _.._|"|||
e S e

3, Corrigés des exercices G- w8 AR

——

- Exercice 1
: La matrice de R s'écrit:

uale. Ainsi, (R(i),R()) = 0, donc.

Deplas, [R(j)] = [R() =1,
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Algébre

et. finalement, compte teni du fait que: Riw) =u, ona:

a+a'=1
B+38 =-1.

On obtient finalement le systéme suivant:

o +3=1 (1)
a?+8%=1 (2
aad’'+98"'=0 (3)
af'—a'B=1 (4) =y
—a+a'=1 (5) o
—B+8' =-1. (6) i

1

lagant (5) et (6) dans (2), on obtient:
(1+a) +(-1+8) =1,

a® + 8 +2a-28=-1,
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R est donnée par:

g R s
A=|0 0 -1f.
1 0 0
le de rotation 0 :

4 dew“ang%osg On a donc oosﬂ_-__-]-' i
(HA=0=17 o

t?r
’: — L
,-. ;gmntemmt sinf :

uu vecteur quelconque par exemple, z = (1, Q,B). s
WL =(0.0,1) etlaxedemtanondeReﬂu he R !
. v i

e de sinfl est donc donné par: W _-
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Algebre 5

Ainsi:

. |
s

:
(7 )

| représenté par A:

Etudions 'endomorphisme orthogona

e Recherche des vecteurs propres de A:

1 est la seule valeur propre réelle. Un vec
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. 0 pour ce choix d’orientation de e;.
ooc S0 o
REMARQUE
) L 1 e
J3 V2 6
1
"npOSPPz-I____L,alﬁrB
Sio 3 2 6
1 0 -2
LJ§ JEJ
(
1 0
11
T 14
0 53
\ 14_
udce! R

s

dhhdelendomorphmme orthogonal 4 r‘-':

r lamatrice 4, est de déterminant +1.
>
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Algebre

e Recherche des vecteurs propres de 4, :
ur propre réelle. Un vecteur propre unitaire asy
[ 3

0
R ,
TRl a

1

(V2

1 est la seule vale

| 3%)
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FEMARQUE \

0 0

1 1
Sloupm'(.P:—J—zs: 0 ﬁ ,3101’3

1 1

N2

PTAP =|0

\
l'r g
QH de l'endomorphisme orthogona.l Ay
s patrice 4 est de déterminant — i ~“*¢TF"1~ ,

’,E‘ L.A
} Wdaswcteurspmpmﬂde Aa- - 8
_| est valeur propre simple. Un vec
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Algébre .

| est valeur propre double. Les vecteurs propres associés sont: <

1 0
&g =|0|et e =|11].
-3 2

e La matrice A, est celle d'une symétrie orthogonale par rapport & vect e

Exercice 4

1) En remarquant que I, = —I; — I3, 01t obtient la base: . :
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F+ =

 Ligression de P est donnée par:
Pe(z) = (z.v)0y

' _thmdonc:

. Deplus, Pro(vy) = ' et P
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Algebre

P P y ‘)P o !
ptrie S s » par; S =2 .
5) La symétrie S, est donnée pi £ X

Sa matrice est donc:

|
=

— |

ooll!a r.o“a e e
w |y wim |,

”-

La symétrie S, par ‘rapport a F* est donnée par: Spa_._
SFJ_ +Sp =I.), C’est-ﬂ.-dﬂ‘e: e

-]

1"
[y

winvew| ! ¢

I | L oeoir

| !
|,_-.-¢_'°Itoc»]m

'“lwcﬂlwwl

,_
-

6) La marie de cette rotation relativement 4 la base {u'1y
I | 1 — — |— .B

T
: e A~ AL [".'_:_- .,‘_‘I,- £
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Algébre | !

1 1 1 j
3 3 3 i
1 5 1 '
D'on la matrice de P 2 3 = -2
113
[ b

2) a) Soit r dans F. Alors z est orthogonal a n, donc (z,n) = 0.

Si r = 0, alors la formule: R(a:)=rc089+[n Az)sin@ est clairem

Supposons maintenant z = 0, alors il:r_ﬂ existe et est un veueu: de

plus, l B L n} est une base orthonormée directe.

Il N
En particulier. li ﬂf\x] est une base orthonormée de F
=l =l g

nAT
1 =—05
(I:cl n)

llxll izl - s
gtgniﬁ-ﬂmntlaiineaﬁtéda R, on obtient: ey

Rfa:}= zcosf +nA r)smﬂ,'
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ait que: 7, == —(z,n)n. On a done:

pautre part. o1 S

R(z,) = (- (x.n)n)cos@ + (n Az ~(z,n}n))s

crﬁ(.ﬁ-lﬁl?: o
R5) = rcost — (z.n)ncos® + (n Az)sin 0 — (z,n)

e nan=>0, on obtient :

comH! il A
R(z,) = zcostl —(z,n)n cos b +(n A z)

Finalement.
Ru) = B(x)+{(z.n)R(n)

= R(z, )+ (z,n)n
= rcosf —(z.n)ncosf@+ (n A1

Mmiatioll numérique
£ motant & nouveau %,,, &, ea}; la base
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Algebre

Do la matrice de R:
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o “\'f’_. f-n.-iw__;u s 4= T

""' i '(f'u‘_ "‘A;'-'

1. Rappels de cours S mm‘ i
| e R g .'L & 5 3 ;E ‘R‘?

St £ un espace vectoriel sur R.
Un élément de E est appelé point.
Pour tout M et M’ dans E, on note MM =M S J 5 aghen S vy .5§
Boaains M =M+ MM'.

) Variétés linéaires affinies

A+ F défini par: Q‘
A+F= {4+£ ‘i'a

-+ Définition équivalente , _,.,.;j;.. . -'_""'
Une partie W de Eest.appdé ariété
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Algebre

p Variétés linéaires affines paralléles

Soient Wet W' deux variétés linéaires affines.

W est parallele a W' si et sculement si Wecw
b) Barycentre d'un systeme pondéré de points

1) Définitions

» Systéme de points pondérés

L P
On appelle systéme fini de points pondérés de E toute famille ﬁme (4
od neN¥ A, . A €EE et o,..,0, ER.

» Barycentre d'un systéme pondéré de points
Eoit *EA.:GH) 1<4< n} une famille finie de points pondérés'deE

Ea, = 0.
i=1

dste un point unique G € E tel que:
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Chapitre 9 Espaces affines barycentre

. canoniques d'une droite
uations CaICETa
p i R
. n la droite passi nt pal Alx,, Yir2,) et de vecteur llil'@f'll.‘nr u=(a.g '\)
Dot ¢ ‘ s i)
‘] 3 la r[Il'-I" ‘I”"t a pour ( quations canoniques:
AU . __f|_1 o IU“ . 7 - 2
a 6} ~
3) Plans

p Points coplanaires
paints A. B. C et D sont coplanaires si et seulement si:

Quatre det (ﬁ ﬁ'?ﬁ)’): 0.

p Equation cartésienne d'un plan

passant par A, B et ('a son équation cartésienne donnée par:

Le plan P S
det (AM,AB, A 0) =0,

 oi M est un point de P de coordonnées (z,y,z).

2 Enoncés des exercices

Brercice 1
Sient 4,B,C,D quatre points de &, de coordonnées respectives:
(0,2,“1), (_11410)1 (410?2)1 (lals—])'

ferminer le barycentre du systéme pondéré:

|, & 3),[0%],(92)].

Hrercice 2
et AB.C A B C' six points d'un espace affine £ et G.G" les centres de gravité
#A’ B, C, respectivement de A’,B',C". .
1) Montyer que:

A4 ' — e
AT+ 55+ 00 - AP + BO v 00 = ACInU R

227
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Algebre 4

« noints G et G’ sont confondus si et seulement §% awie. g

2) Montrer que les points G et ) ent 'y grrer L

) M tel que BA'CM et B'AC'M soient des parallélogrammes, hh-ﬂ!ﬂ: .
—‘*l_.'

Exercice 3 N

On donne trois points non al@fs A B.C de &,. QE! est e . :_;'_.'
que le vecteur MA + MB + 2MC soit colinéaire & AB 7 Point )

Exercice 4

Soit ABCD un tétraddre. Le point I est le milieu de [A,D], Jest le m
K est au tiers de [B,A] en partant de B et L est au tiers de [C,D] en
Montrer que les droites (KI),(JL) et (BD) sont concourantes. En dédy
points 1,J,K,L sont coplanaires. PO

Exercice 5
Montrer que:

l1+a+3b a |
Y= 2—-2a—c¢ a-i-b’ﬂ"b’c‘:‘:'R

¢ que ls points de £, de coordonnes

i i
. .

SO B T

g o TS o NECE TR,
. AR P ) g S Lot

RITaT
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s :
considere I'espace affine & = R,
mmerm"'” les ¢quations canouiques et paramétriques deJ@,-
,de-.plaﬂb R et P d'équations normales: g +y+32
wspecllwm?llt

3) péterminer | ‘equation du plan P perpendiculaire & ﬂ;}

;} it a€ER- On considére la droite D, d'équations
T+2

1

=¥ gl
15 AR

) Vérifier que T est incluse dans P.

' Onconsidére |'espace affine £ = R®.
Sient A.B.C les trois points de £ suivants:
A(1,2,3); B(Q,.-;‘], :

it D, et D, les deux droites d'équatic
T=2-1t e

D: =142 ,t, €
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Algebre

1) Ecrire I'équation du plan P contenant la droite D et passant par le point. 4

2) Veérifier que le point B(1,—1,4) appartient au plan P. Eecrire 1'6m i )
P' passant par B et perpendiculaire a la droite D. '

3) Donner les équations canoniques de la droite D', intersection des p '_-- s .'

4) Trouver les coordonnées du point M appartenant a la droite D, ML@
euclidienne |BM| soit minimale.

Exercice 11

on consxdere les drmtm

[z+2y+z 1*-0
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Chapitre 9 Espaces affines barycent E

¢ G(ys2)s O obtient le systéme linéaire suivant :
.J

r+3(c+ 1)+—;—{x—4)+2(_3:—1)=
(=243 +4)+3y+2u-1)=0

(2+1)+3z+%(z—2)+2(;+1)=0,

2, 1l
' 6[13’ 13 13]

|
= ! g
ice 2 i : _i
Le point G est le centre de gravité de A, B,C, donc: | = f o

GA+GE+GC =10 (1). MR

"
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Algébre

Enfin. en utilisant de nouveau la relation (*), on obtient -

3GG' = AG' +BG'+CG" (*)

=AAN + AG +BB' + B'G' +CC + 0'g
=AA +BB'+CC'+ A'G' + B'G + 0'Q)

= AA"+ BB’ 4+ CC' en utilisant la relation (2). =*-.".'~' 

|
.

On obtient donc:
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o _, 30"+ BA +CB

Wy =
_ 43 + MC' + BA’ + CM + MB'
_ A0 + B'A+ MC + CM + MB'(car MC' =
_ M + BA+MB’
= ZB;? =t Fj‘i — 6- — _:
B y
peercice 3
' jsrons G le barycentre du systéme pondéré:
" {(an).(B.1),(C.2)}
(n 8 alors:
G
Par silleurs,
MA + MB +2MC
dac MG est colinéaire & AB. E
- Uasemble des points M tels que m
D passant par G et de vecteur e

Itk milieu de [AD), donc 1 est bary
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Algébre

Légitimons maintenant le choix de M :
On choisit pour M le point G barycentre de {(D.-1),(B,2)}, ainsi:
—2GD +2GB =10. e
Ce choix de G montre que G,B,D sont alignés.
Or. G vérifie de plus 3GK = 2GI, donc G,K,I sont alignés.
Ainsi, les droites (KI) et (BD) sont concourantes en le point G quei -
comme le barycentre de {(D.-1),(B,2)}. :
De la méme maniére, on montre que les droites (JL) et (BD) sont cg
méme point G. _
Les droites (IK) et (JL) sont sécantes en G, donc copi
sont donc coplanaires.

Exercice 5
Prenons M € V. On a alors:
30

s o‘ Pest '
M= 2 0 _2 1}+b ,.‘-'_+:G’

. 01
. ‘l J"_'._,‘ 4.1 ]_-;J;TR‘I"HIA I
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jeurs: 1@ caleul de det (A5, :1_(,",3_5) donne
dleurs: o
[ o _H) 2 = | 4 ; ':."-tlb| k =
det AB.AC.AD AR W A '
3 -4 2 hiths TEA
0 5 10 R ! -
=|=2 6 840, C =i
3 -4 2 ” .
0 5 0 el
-2 6 -6 - 3 S et
3 -4 10 '

-2 -6 e
= =9 <8l L
= —5(- 2o+18)==ao¢m

epuints AB,C.D ne sont pas coplanaires.

e T
¢ ] -
¥

g aons: $.3 Womes s
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Algébre:

—

Exercice 7

Le vecteur ]': a pour coordonnées:
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g
D_O—?z 0|=
1
e 2] (el |
o' |=y|-P2 Ol
ZJ 'z ' |
B
pertice 8
fisolvons | sysbénmlinéairesmvant: |
1 e gt

- dme 2= 4 solt £ =2 eb T4y
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Algébre
$ f — y —1=0, soit: “
Sast-a-dire: —X =1+

o pP:-X+V-2=0.

3) a) Donnons les équations paramétriques de D, :

z=A—2
y=A JAER

z=aA+1 --.{.

3 _‘:.i_"
pour tout AeR,—:+y-z=-(A—2)+A—2=‘g_,; .

De plus,

1
directeur de D,, par exemple: %=1}

x iy

-

2)

Soit A(~2,0,1) appartenant & D) et B(-5,
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Chapitre § £,

tions canoniques de D sont:
- f “a

Ll r—1_y—-2 2z-3
-1 2 = A

:.l}ua: j | ..._.1

AB =|-3 :AC =|-1[.

-1 -5

D : Xl Y Rl
l det(AM,AB,AC)=0.

w](ms det (ﬁﬁ;{—g’ m)‘

det(m,ﬁnm)

TR T T

g
- Vguation normale du plan 7, est ¢

o

- “@isde P sont des vex

Scanned by CamScanner



Alpébre

On en déduit que les équations parame
r=2-A+3p

y=1+2-2n .(Ap)€ER.

2==14+A+5pu

Exercice 10

1) La
teur directeur: # = (2,-3,—1).

Un point M (X,Y,Z) appartient au plan P si et seulement si: 2y

de"(mi H‘a) =0

triques de P, sont:

. i " de coordonnées A'(1.0,—3) et el
droite D passe par le point A" de ( 3

L
S

3

¥ iy
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ées de B verifient 1'équation du plan P oL _

‘{u]r(i(ﬂ”
pedel pquation du plan P': ‘
pbrc iculaire 4 la droi |
y st u:rpt’lldl(‘u are a droite D, donc IB la.ll . L .
g P B cteur de D Onichar NN Gt mw o
A tout yecteur airec oisit: 71l = (2._3 -1) o0 T G By
- Pile RO T
o ARIne; | :
ormal de P 9}

plan P est: s e

Lquation du

it que le point B(l,— 1.4) appartient & P', done: il e
Oﬂ' 2+3-4+a=0, |

mn'—'-"l

iquation du plan P' est: X -3¥-Z-1=0]

§ (urésout Je systéme linéaire suivant: |
[113’ TN S

92X —3Y —-Z—1=0.

facalculant (1)+(2), on obtient: 13X +4Y -9= ‘gr

X ".b

(ma donc:

X+ TVl = s-;-a: _
13X 4+ 4Y —Qmﬁ* 4 3
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On cherche donc un point M(1+2X,=3XA.-3-21) de D tel que 'BH] _
male. Cela revient a chercher A €R tel que BM soit orthogonal ‘hm :

directeur de D.

On a:

E‘
"ﬁ

27
BM=|1-3x[.
X

Or BM.© =0, c'est-a-dire:
2(2)) - 3(1=3))— (-7 = A) =0,

ou encore:

Ay
7
3 6 -19)
Les coordonnées du point M cherché sont donc: M ??T -
Exercice 11 T
3 ,cg_w 37

1) Mommdahordlweqmﬁmpmmwmmaﬁm ‘ _"'
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D et D, sont conc ourantes si et seulement si d&mn,- wk . 3
lrllll ': e 1) Al - 3 ! ' &
0 189 _ Yish
det (-TB ffl.ﬁ'-_;) =|-3 -3 2 !-Iﬁ ....[‘ +2[, ;: ::
6 5 a« = . _'.‘l:;..l /|
6 ~d 3 :
0 -1 a+4
1 3
=3
| droites sont concourantes pour a = —7. =
juerminons maintenant les coordonnées du point d’i
défini _ ."
yaoms A le réel it v LT _z+l
=3 T
clt-a-dire:

fjf Remplgans ces résultats dans les équat
Oetroave: 22—y —z—3 = 2(3)0_(1

 lepant d'intersection de D, et D a
‘ N(X.Y,Z) un point du plan P
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Algébre

Par ailleurs:

X 1 3
det (AP, 5 3,) =Y -4 -3 2
Z+7 5 =T

=X(21-10)— (Y —4)(-7 - 15)+(Z+7)(2+93
=11X +22(Y —4)+11(Z +7) g
=11X +22Y +11Z - 11.

L'équation du plan P est donc: X+2Y+Z-1=0.
3) La droite D est perpendiculaire au plan P, donc tout vecteur

teur de D.
Le point N(z,y,2) appartient & P si et seulement si W g
n,cm-b-d:msietneulementd_w Aﬁ. g ,Ma 2
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ujets d’examen

1, Sujet n°1

;) Enoncé

P

fuestions de C

Sit £un espace vectoriel sur K de dimension fini.

Sait u un endomorphisme de E.

1) Donner la définition du polynoéme caractéristique de u.

9 Montrer que A est une valeur propre de u si et seulement si A est racine du poly-

nome caractéristique de w.
3| Montrer que si ker (u’ ) = ker (u‘“) alors ker (u'“)= ker (u“'z) oil 7 est un entier

naturel non nul.

Bxercice 1
I} Montrer que le polynome caractéristique de la matrice A ci-dessous:
2 a —4 -1
) Yol Ol =
4=lesa Ll
0 2. 0 =g
St égal 4:
P,(A) = A A+ 1)A+2)
245
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Alpébre

2) Pour quelle valeur de a la matrice A est-elle diagonalisable?

3) Pour a =3,
a) diagonaliser la matrice A. =

b) Résoudre I'équation de récurrence linéaire: X, ., = AX,.

Exercice 2

Soit A la matrice de My(IR) suivante:

-1 1
A=1"1T 1
1 -1 0
1) Montrer que - ﬂ
PA(A)"'_' X%,

2) Montrer que A n'est pas diagonalisable.
3) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la

le polynéme minimal & A et en dﬁl}lre‘al X
hﬂut neEN*,

r.“’ ,IJ " _1

< S k‘vq in‘ =
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B ons de cours
'. Jynome caractéristique d’une matrice A est le polynome P définj 3 \ ;
) Lepob P(A) = det (4~ AT). e

Soit A une valeur propre de la matrice A. Il existe, par déﬁnjﬁm

' (]
F ponnul T€ E tel que:

Az = Az,

Cette relation peut s'écrire:

ceci signifie que le systéme (A— M) est ’non |
det(A—AI)=0. .
Ainsi, la valeur propre A est racine du polynome caractéristiq
o La réciproque se démontre avec les mémes argume .:_ A
Supposons que, pour un entier i donné on a: mua S 14
keru'*! C keru‘*?

Soit 7€ keru'™!
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Algebre -

=iy
on en déduit que: ‘ 4
u(x) € keru', R
=) > 38
soit : ) r—:T.'(' |
u'*!(z) = ' (u(a)) = 0. e

AT ,l-lL

e 1
Ainsi, z € keru'"™.

Exercice 1

1) Le calcul du polynome caractéristique donne:

2-)N a -4 -1
0 1-X 0 -1

GoA A =1 o i s h kil S
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Chapitre 10 Sujets d'examen Sy i

ker A
-.1) € ker (. ll Ou a alors:
2r+ay—4z—t =0
y—-t=0
2r +2y—42=0
2u-2t =0,

Eudlf'““'i”m ker . | et dim
Goit (£-¥-~

l-l solution de ce systéme linéaire par la méthode du pivot de Ga-m donn sue- R, |

ﬁg\'emelll 2:c+ay 15 en e _I _ _n.l-l_.,:
Mol e el
(2-a)y+t=0 g
2 —2t =0, SRR L
r2.t+ay—4z-—_t'=f0"
y—t=0 |
(2—a)y+t=0. Mt

cas se présentent alors, suivant que 2—a =—1 mmﬁ? 1 f:?_; *_,: __'_L iy

s lercas: a=3. Epul i R
- Le systéme linéaire devient a.lors. : :

{ Cest-a-dire:
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Algdbre

Dans ce cas, comme dimker(A) = 2, alors la matrice 4 est dj

e 2ocas: a=Jd.

Le systeme linéaire devient alors: o

2z +ay—4z—-1=10
y—-t=0
(24a)y+t=0,

c'est-a-dire:
2z +ay—4z—t=10
(2-a)y+t=0 A
y—t=0,
soit : oA
'__2z,-+gy—-4z.__-—t=,-0 o e

1 @-dy+t=0
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o FEtude de ker (A+1) :
Soit (z.4:2:1) € ker (A+ 7). On a alors:

3z +3y—4z2—-t =0
y—t=0
22 4+2y—3z2=0
2y—t=10
soit : i irl 11;
3r+3y—4z—t=0(1) h °“.‘,£."‘I
2r+2y—-32=0 (2) s .
2y T 0 (3) ) _.‘.;-‘:.uii
(2) donne: 2r + 2y = 32. En remplagant dans (1), on obtient : .g.z —4z-t=0 A
. e el s
» e
soit z—2t = 0. e

On en déduit que:

e

Soit (z,y,2,t) € ker (A +21I)

Scanned by CamScanner



La résolution de ce systéme linéaire donne:

Ir=3:

=
4 .2€R
z =3

Lt=0
Ainsi '
Fl'\ 3
0
ker (A + 2I) = vect i
lko;‘
Posons P la matrice définie par:
2 -1 5 1)
0 110
=y 4 1f
{0 1. .2 J

L’inverse de cette matrice estl dm;ﬁel?;f .

’9" ﬂl 0k '-'_l.
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On en dédnit que:
B - pPA"P

(-‘2)'501 5(___1)-i+i +(__2)ra _(_2)n+l
0 (_l)u+l 0

U 2(_1)!14-' 0

cul du polynome caractéristique donne:

e1=A 1 0 -1-x 1 0
) 1-2 2
1 -1 =X 1 -1 =X

]

Chapitre 10 Sujets d'examen

5(=1)" +(-2)"*)

="

(2" AED" +(=2)" — (=™ =1 4 (2pn ]
2(-1" |
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Algébre e '.

3) On pose M = A—0I = A.
On peut voir que rg(M) =2 et donc que dimker M = | >
Calculons: o !
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Chapitre 10 Sujets d'examen

R* 01 0

P'AP =0 0 1|=u4.
000

-
l— | e e q.-—k—d

-I que. le plus grand bloc dans la réduite de Jordan de A est de taille 3, Je poly

o minimal de A est donné par:
. m,(X)= X &
_. La matrice 4 v'est pas inversible puisque 0 est valeur propre. )

 Calcul de A" n €N
w m,(4) = 0, on en déduit que:
A=,

' par suite: 1 3 '|
' vn € N—{0,1,2}, A" = 0. | ittt ol

';t&cma.intenant&calculer A : ¥ 3ot _ M
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Algébre 3 ‘
| [

Ainsi: ., S
1=¢4¢° ¢ = 18y

A= L+ 1+t 242, ! 11

t—t* -t 1-¢£ o A

|

e La solution du systeme différentiel est donnée par: :1

X(1) = e,

on U, est la condition initiale.

Exercice 3 _ .

1) Comme les matrices A et B sont semblables, elles ont le n u'!_”
mémes valeurs propres. La matrice A admet donc une u ique
plus, son déterminant est det A = 2" = 32.

2) La matrice B n'est pas diagonalisable, puisque Brepréaenteh_
A CemmeAet.Bsont semblables hmatriceAn'utpm.-
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—21)" =1, on en déduit que:

Chapitre 10 Suets d'examen .j

Comuie rqg(B ‘
|

|

tlilllkl‘l'(” = 21'): = dim ker(A __21)2 e

)1 )'.'(NH .

o Erude de dim ker(A—2

oy e

ne
‘i ker(A —2I)° c ker (4 - 27)"™* R°,
S " S e $ : .-E 1 i
B 5 = dim ker (A —2f)3 < dimker(A_Q[)m <dimR® - "I = )
b L Lo ! s I ..
cest-d-dire: 5 < dimker (4 — 21 Y™ <5, soit : "‘_.'r. SCLrs
‘ ' | "L?-' ':_:-r'
dimker (4 —21)"™ =5, LA AR

Le polynome minimal de A est donné par:
m, (X) = (X —2)F,

i preprésente la taille du bloc de Jordan le plus grand associ valeur
cest-d-dire p=3. :

estions de cours _
-_'"_gtm eéspace vectoriel sur R dé}_{
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Exercice 1
Soit A la matrice de M;(R) définie par:
11 -5
A=|-5 3
5 -3

1) Veérifier que Py(A) = —A(1—X)(16 = ).
gonaliser A. En particulier, déterminer une matrice P
' est une matrice diagonalisable D.
PTP et en deduire une matrice P inversible telle
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1 -1 -1 0.3 §oaa ]

0 00 o oNpeN ™ e

00 0000 1] el
(A-Iy=|0 0 0 1.0.0 . .

00 0 01 0 ,

00 0 021 s

0 0 0 000 '~"~‘i41_§1'_

S e W

N T
e s 1
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Algebre

/

Exercice 3 1 .

a - s -9 -~ :

_ w' ot on note . ¥ et 74 les lormes linéaj ;
E . R t ity lm 8l .<u| 2

On considere
1 (fl*fu-f:;)= Iy — Iy + Ty,
! (II‘JTQ‘I-'l] = 2y + Ty — 22y,

Ps (1511-52-1:3)': -4z, + 7, + 5.

1) Montrer que B* = {io, P03 } est une base de E*.

2) Déterminer une base B de E telle que B* soit une base duale de B

3) Soit u |'endomorphisme de E deéfini par:
u (2,22 %) = (21, + T, + T3, Ty + 285 + Ty, 3 +&

a) Déterminer la matrice de u dans la base canonique de B’
dans la base duale canonique. :
b) Déterminer la matrice de ‘u dans la base B* et pré ,

Traiter au choix un des deux exercices

~ Exercice 4
1). Detuznmer I’équation du plan P de R’ contenant
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Chapitre 1 Sujets d'examen | f

rons R'= (” f; f fl f:) un repeére cartesien ol
\f .\!.‘_,.\f., de coordonnées respectives dallﬂ el trois
M,.: 3

E qoints 1, i :
i.;u]l 1) déterminer a pour que les points MMUM;,Ms ( "fi;(ﬂ- 11) et |

L ponsid Quelconque de ¢,

)

|  est 'espace vectoriel des formes linéaires sur E. d
xoans B = ferr€y ) La base duale B* de B, notée . i eat i
v (i, j) € {1.. ,n}x{l, ,n}, €, (ej)._.,&ﬂ.,. ‘1
i

.(hla_lom: ; ; _. | i
vr € B, ¢(z) = ¢l(e))6s (2) + - + pley )es (@), ¥

§ y€ L(E,E), alors ‘u est I'élément de L(E* E*) tel i
vz € E, Vf € E*, ('u(f),z) = (f, u(z)).

Soient f€ E* et 7 € E.
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{llz—5y+5z=ﬂ

s Dé -msmemde k’ﬂ-‘ ‘III 3

¥ O
.'.Il
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Algedic

e Déterminons une base de ker(A—1617):
-Dr—5y+52 =

5r—3y—13z =0.

La résolution de ce systéme par la méthode du pivot de Gause)
-5z -9y +52=0 :

—8y—-82=0

-8y —8z=0,

¢'est-a-dire:
[—5::—53; +52=0

y+2=0,

B2
y=—-z2,2€R
Z.=_z o S d ki

On en deduit que ker (4—161) est défini par:
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. alenle:
g 00 2

on pose Al P. la matrice définie par:
3 1 2. i

== ll I T M i k,lr'

8 j 5 = ‘ --,, L -;7_

e 75: wJ bl 'g""“ﬂ:l- e Wl fa :;‘-g';_k_.

i P, on a bien: L ST s, - .
 ywecechoix de P, on e
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Algebre R

o
00 0 r,-'—:“‘i
M=Pl0o 1 0P, 1)) SR

o on a défini:

¢est-d-dire:

3 =141
M=|-1 1 -1
1: =1~ 1

5) Par simple calcul, on a:
X'X =z + 2 +13.

On vérifie aisément que:
VED T
X'X=0& X=0.

6) On écrit que:
XTAX = X"M*X = X"M x M

soit, puisque M est une matrice symétrique, 5
A W XTAX = X"M" x MX = (»
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Chapitre 10 Sujets deamen

. on (Ib“l nt:

2—-A 0 -1 0 1 1 0
0 1=A @ 0 0 0 1
0 1 1-A 0 0 0
P,(\) —det| 0 0 0 2-x 0 0 1
0O 0 0 22 T
0 0 0. 0 jiEaE. o]
0 0 0 0 0 0w 2=A ok Fl
= (2- AP0 -2 X iy

mrminons dimker (.4 —_ I) .
Ona: rg(A—1)=6, cest-a-dire, par le théoréme
o Déterminons dim ker (A — }’)2 2
' Ona: rg(4— 1) =5, Cest-a-dire, par le théoréme du r
~ dimker(4 - ~Iy =2
o Déterminons dim ker (A — I) -
| L5
" Ona dimker(A~1I)’ —dlmker{A-I) =47
s Déterminons dim ker (4 —27):
Ona: rg(4—21)=5, clest-d-dire, mr"
dimker(A—-20)=2.}]- =
¢ Déterminons dimker(A —-21)’ P A
~ Ona: rg(A-2I) =3, clest le th
dimker(4-21) = 4: . e
* Déterminons djm};er(ﬁ—i?'.": |

ﬂu rg(A 2I) —a.e

= e
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Algébre

e dimker(A = 21) = 2. dimker(4 - 21) =5 et dim key :
Jordan comporte deux blocs de Jordan relat; (4 I?a-;ﬁ |
nd des ces denx bloes étant de taille 3. . -‘hw

De plus, comn
alors la réduite de
2, le plus gra

propre
On en déduit que Ja réduite de Jordan de 1a matrice A est:
( 1 )
01 ()
2 190
J= 2
0 0 2
: 2 1
| (0) 0 2

5) Le polynome minimal de A est donnée par: ‘
m(X) = (X =1 (X -2)".

Exercice 3
1) Soient a, # et 7 dans R tels que:
Ve R, 0 (0)+ Aal) + (@ =0

Prenons z = (1,0,0). On a alors:
a+pB-4y=0.

ons z = (0,1,0). On a alors: :
: —-a+pB+7=0.

enons z = (0,0,1). On a alors:
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Chapitre 10 Sujeisdexamen

1
J

solution de ce systeme linéaire par la méthode de Gauss donne successive.
e i

. a+f(—4y=0

20-3y=0 : ' ' E|
-33+5y=0 '

25-3y=0 okl AR

0 en déduit que a =F =7 = Ozet done que ._la. famille i e ?30' st
_s dim veet {p. #2903} = imR* = 3, donc {p;, ¢, ﬁ}a.;w_w_::; se de E*. -.I'-I.:‘—:'
(herchons un vecteur de coordonnées (z,9.2) tel que: T e =

(z”,z)=1r‘\0f "'l‘ "ﬂ'i"m :

goz(z’y’z)_ﬂr ) . ¥

(,vﬂz}aw ‘z.g{ | .
- "’J? el !._'"-.'»';‘
- @ J ‘
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Algebre N

gysteme donue:

~lution de ce 8!
La résolution (r.0.2) = (2.5.3). |
Enfin, cherchons un vecteur de coordonnées (z.y,z) tel que.
@ (z1:2) =0 5
¥ (z,y, 3) =0

@y (T:y,2) = L.
¢ le systeme linGaire suivant :
r—y+z=0
z+y—2z=0
—4r+y+z2=1.

On obtient don

T tion de ce systéme linéaire donne:
La résolu (z,9,2) = (1,3,2).

La base B duale de B* est done:

3) a) Notons {¢,,6,,¢;} la base canonique de R’ et
qm, c‘esb-a-dxm la base duale de {g,,a,,e‘}
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: Ill.i'l

sne P la matrice

définie par:

s de

pase B°

| 16 0 ‘1‘%\’. i _. - - | =
P x Mat, el .}( uxP=[10 1 a_m,_.j_,l.l il '_
B 0 4!. ,- ". A% ﬁ ‘—... g l‘::.f;
(el siguifie que: "l L

'u(ﬁ)=% ot " ’ L
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Algébee A

De plus, on &:

tu iy ) = §

= (q —e +'-';‘1)((21"| + Iy + Iy )e, + (g, +2%+%}ﬁ
+ (1 + 2 +22,)e))

—-23 '1*-"24""[“_(‘?‘1_*-2:{:"’"’"-r';)'%'.'lzl-|-"!;2_‘_2n‘l

"'2Il+.l'-)+-1""-r| 21-"1' - Iy +1‘1+I_‘+2;‘

__21"'*'21.1

résultat que 'on compare a:
(160, + 1072 +66)) =166, (5:22,75) + 100 (5,3, zs)-..w
_16(-1:1—1'0 +x3)+10($l+q 2%)

+6(-42, +2, 4.5
= 161, — 167, + 1624 + 10z, + 108 =

=2.'1'.'1 +2$8
Enfin, on a:
‘upy)@) =(u(es):a)
= (3, ()
= 5 (u(2))
= (e +6 +6 )20 +3 +3)e +(
+ (@ + 1 +22,)e
=403 + 2, +2,)+ (3, + 20, +2,)+
= -8z, — 4z — 4s.+zl+2re+ss "
=—631 Ly — Iy,
résultat que I'on compare a: it
(=300 =200, ~ 119, )(z) = ~30(z, - aa+==a1’-

~u(tns
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Chapitre 10 Sujets d'examen .

= droi“‘ D passe par le pOiI]l- B(O.—l.l) et a pour vecteur dim

_,, 1,2.3):
3 I;:;ml M(X.Y.Z) appartient & P si et seulement si:

det (AB, AM, i )= 0,

jire. si et seulement si:

-1 X-11
der (4B AN, ) = = roa 2l S
0 X-11
=| 0. ¥ e |
' ol
| . —-t _I.I.*j'_l‘h-_l = 13 ”.-i:.lh Al i [f_ ‘ | : . .1
=4 X i i{],{. sl " O ¥ e 4 L ::!J
_ .ﬁ_ ‘Ir O-'J h_’pqu‘r" ”. ' =
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SD“;. I=r
y=1 1 €R.

z=-£—1'

i) Si D et D, étaient sécantes, alors on aurait :
i

7 1 B
z=g 7=y 5 g
e,
soit :
t=39.
En remplagant cette valeur dans les autres équations, on ob

L Oy
= )

i:gcomme les droites D, et D, ne sont ni para]l&tu;.
par conséquent pas coplanaires. S
e - % U
i!-. F
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> =

- .ts A.B.C,D ne sont pas coplanaires.
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Algébre

3. Sujetn® 3

») Enoncé

-
Exercice 1 |
On considére la matrice |
0 1 1 11 4
0 1 1 o '
A i J [ 0 1 i '_'__f
Y,

1) Donner son spectre.
2) La matrice A est-elle diagonalisable? Si oui, donner une forme d;

ser la matrice de passage correspondante. B
3) Trouver une matrice carrée B € M,(C) telle que B* = A

Exercice 2
On considere la base canonique {e1,e2.65.6,} de R* et on ¢
sous la forme x=E’r.‘e, Soit la forme quadratique g :R* ,_,.

_*aﬁaetﬁmtdeapammﬁtmréals. "
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ice
b ¢ affine tridimensionnel usuel £ |, muni du repére affine %

lar’P“‘ s droites d’ équations:

dore |
m‘““ad l.r—'ZZ =] Tty+z=
: :

D, : : -.
y=2+2 T—-2y+22=q"

Duﬂ"m“ﬂ o parametre réel a tel que les droites D et D
Eﬂ“' |'equation du plan P déterminé par ces deux ¢

m(e -~ 55 ]
R (B _)) un espace vectoriel réel de d.lienmon q} t S
el ue a

“ er la définition d’un endomorphisme ant

1y

3 .hgopmréeﬂepossiblepour,f@to.m :
3 it A ln matrice de f dans une base o
.ﬁd‘udren.Montrerque I+A e;*

) Caleulons det(A — AJ).

det(4— Al
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= (3—'Al 0 1 -2 1

——@3-NA+D|1 = 1 C=C-C !

BN+ A+ =X 1

——(3=-NA+1)

uWedeAeﬁtd@nc Sp(A) = -1 3}
rchion LeaveeteurspmprﬂsdeA
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1 (”___(:2) duuup 20— 2‘!,-' ={}. C!(;'-Sl‘-a-di.re: T

De méme. (1)—(3) donne 2r -2z = 0, ¢est-a-dir s il
pufin. (1) - (4) donne 2r —2t = 0, c'est-a-dj

On en déduit donc qu'une base de E, est |

=y.

Fl! 9

o Onpose P la matrice de passage déﬁRIepar
] ) B U2

gl
p | T TS

0 w0

] i

0 -=1. .;_(_]::.*_ i %—1 3

A g

<
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Algébre

ﬂ-ﬂ
Exercice 2 .
\atrice associée & q(.) dans la base canonique est donnée par.

f 1 0 cosd 0)

0 1 sing 0
cos singd 0 =2
L 0 0 -2 a ]

2) La méthode de réduction en carrés de Gauss donne successivement : -
qg(r) = I+ :c«f +az; + 22,34 €08 3 + 21,7, Sin B - dzyz, s N

— (5, + 2y cos ) —a3 cos’ B+ 23,3y 5in B~ 423, + 2 bzt
(5 + 7y cos B + 2} + 20,25 — 23 cos? B~ dmyzy 4 gt
= (s + 2008 B) + (3 + 2 5in B — 2] sin’ § ~ o3 cos’ .-
= (& + 2y c08 B) + (%, + 2360 B) — 2} ~dzz, +aa?
"(51"'-"3‘50313)2‘*‘(%4'%8111!3)2 (ﬂé+4raz¢)*a%.

1) Lan

“‘!'-

(il = l‘—-! '.ifi
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Chapitre 19 Sujets d'examen

malntenl t P la matrice suivante;
pasoi>
1 0 —cosg3 _:}if_i_
va+4
0 1 —sing 2500
p. Ja+4
0 0 1 __ 2
a+4
00 0 .
a+4
011‘;“:‘"1“ la base 1_1|'T|lul-__l|nIlEil{‘ pour g par:
2cos 3 [
(1 0 —cos 3 V4 '-
0 1 3 QSinH J
) — 8]
w={1:% =] |: = g P va +4 i
' uar = 0 . 1 Jie 9 |
0 0 0 a+d |
J 1 E
Ja +4 !
3 Diterminons le rang et la signature de ¢(.):
Sia+4>0, alors rg(g)=4 et sign(q)=(3,1),

Sia+4=0, alors rg(g)=3 et sign(q)=(2,1),

Sia+4<0, alors rg(g)=4 et sign(g)=(2,2).

(1]

tice 3

8 Pla matrice définie par:

-3 1 2
P=]0: 42
7. 3L =2

* peut voir que det P = 0 : la famille {u;,u,2; } est donc liée. Par contre, on montre
e {'“'t'”z} est libre.

bl {t',,v,} forme donc une base de V.

281

Scanned by CamScanner



i

Algébre
procedé d'orthonormalisation de Schmjdy.
3 | F

i otte base par le
()rlhum‘lrlnullsuns cette base |

|

tone 0 =1 0
__ff4. On pose donc b
ona [ul= Jo8. Onl ;
| /58
Posons maintenant % = 12 ¥ avf od A est tel que: (Tt} =0, Clestddine;
e | ! .
(v, 1)) + A1) = 0, vy
. 18
soit A= —{w%) = "%’ 3
56 -
i ahs ’5_93
On a donc: ¥ = 4 |. De plus |[&f = 29
24
(29 i
(14 1 npl[’I:‘p. '.
1073 ol

On pose alors: W =
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Chapitre 10 Sujets d'examen

serit. €1 calculant (2)—(1):
TTyt+z= (1)

—.‘h} 4z = a— ] (2)

On obtient done:

.I.‘:2—»n-——c1y
Y=y sy ER.
z=a—-1+4+3y

Le point B de coordonnées B(2—a,0,a —1) appartient 4 D, et le vecteur

i, =(-4.1.3) est un vecteur directeur de D,.

o Les droites D, et D, sont concourantes si et seulement si det AB.E,.:‘;',,): 0,

cest-a-dire. si et seulement si:

l—-a 2 -4
det(AB.7. @) = -2 1 1
a—1 1 3
l1—a 2 -4
=| -2 1 1 |,C, «C,+2C,
a—-11 3
5—a 2 -4
= 0 1 1 ,Cg""cz_c"ﬂ
a+1 1 3
5—a 6 —4
— 0 0 1 ,C-‘!‘_CQPC:\
a+1 -2 3
5—a 6
a+1 -2
:
= —4.

Les . . o
droites D et D, sont concourantes sl et seulement st @

‘ 283
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Aigabre

quation du plan P contenant les droites 7y

Donnons maintenant 1'é

e ol M2 YV.Y.Z) appartient a P si et seulement si deg (157 -

¢'est-a-dire si et seulement sl

X-1 2 ~4

det(Mi.di) =|Y =2 1 1 | L—L-2p
zZ 1 3 .
X-2Y+3 0 -6
=| v-2
z

(L)
=
T
=~
Rl
&
43

X-2Y+3 0
=l y-z-2 0 -2

z 1 31
X—2Y+3 —6
Y-Z-2 -2
= —(~2X +4Y —6+6Y —6Z =}
=2X 101 +6Z+18=0.

Léquation du plan P est donc X —5Y +3Z +9=0.
Lot

g ‘."' . B¢ l@),ﬂ?:;?lf w :b?:._‘- N ] <

a0 Fd o
ol il —

gkt B
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Chapitre 10 Sujets d'sxamen

trons U ] + A est inversible:
2} '\li:l“ :
ue I+ A ne soit pas inversible.

[ +A)(x)=0, donec Az = —2.

Il existe

gupposol a alors uy vecte

e E. tel que |

Cec genifie que —1 est valeur propre de I'endomorphisme

ot donc & une contradiction, puisque 0 est la seule
gorphistie antisymétrique. Ainsi, I+ A est inversible,

ur non pyl

antisymétrique A. On
valeur propre d'un endo-

fvec U0 raisonnement similaire, on montre que I — A4 est inversible
. ]

Montrons que la matrice Q@ = (I + A) " (I - A) est orthogonale,

[ s 7 € E . On cherche & montrer que (Q(x),Q(x)) = (z,2).

n remarque d'abord que Q@ s'écrit @ = (I'+ AJ™ (2 — (I + A))=2(1 + A" - .

Ainsi: P
Q(),Qx) =@ +4) (2)—2,2(I + A) ()~ z)

(T +A) (@), (1 + A" (2)) - (I + A) (), 2) + (2,2).

Il

Smpliions les termes: (1 + A)™ (2),( + A)™ () et (T+ 4 (a),2).
Pour cela, on pose y = (I + A)™' (z), cest-a-dire: z = y+ Ay

" (On a donc
(T+A4)" (2),( + 4) @) = (W)

(1 +A4)" (z),z) =(v.2)=(vy+Ay)
= (3 y) + (1, AY).

Deplus, on a (y, Ay) = 0. En effet:
(y.Ay) = —(Ay,y), car A est antisymétrique,
= —(y, Ay), par symétrie du produit scalaire {.,.)

s, (y, Ay) = 0,

O en déduit que:

©2).Q2) = 4((1 + A)" (2),(I + A (@) = HI+4) (@),3) +(@:2)
= 4(y,y) - 4y, y) — 4y, Ay) +{2.2)
= (z,z) (car (y, Ay) = 0)-

4 Wdomorphisme Q est done un endomorphisme orthogonal.

285
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Algebre

4. Sujet n° 4

;) Enoncé

___f
Exercice 1
Soit E = RylX ] le&pacc vectoriel réel des polynomes a coefficients

et soit 1 ‘application u: 5 — E définie par
P € Ry[X], u(P) = (X* ~1)P" +(2X + ) P".

1) Vérifier que u est un endomorphisme de E.
2) Soit B-—{e, =1,e=X,6= X=se —X3} la base Cﬂmmqm
dans la base B les polynomes ule,), pour i=1,..,4.

3) En déduire |a matrice A de u relativement a la baseB.
4) Montrer que A est diagonalisable. Quel est son polynamg

5) Calculer A", o0 n € N*.
6) Application
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D iper, par le procéde de Gmm-ﬁx:hnndt une base g
gt 81 produit scalaire (.,.).

r la dimension et une base de F*,

.wgmll'le \|
o rappelle que F~ est le sous-espace mhﬂgmﬁf 1& _
| e () < il
fprcice 3 '

it arthogonale.
yuns Je cas ol A est une rotation, préc

‘:.5' ‘
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Algébre

i 1),"” +(2X 4 1) P! otant un polynome de degre infés

De plus, (X ) )
. ( e uestoun endomorphisme de R,[X]. eur gy bl

3. on en déduit
2) On a: -
ule,) =2X +1
u(e,) = 6X* +2X -2
u(e,) = 12X +3X* ~6X. A

3) La matrice A de u est donnée par: AL
0 1 -2 0) -;__J
0 2 2 -6 1
4=l 0 6 3|
0 0 0 12
J
4) Cette matrice est triangulaire supérieure, ses valeurs
{0,2,6,12}.
Chacunes de ses valeurs propres étant de multiplicité 1, on
A est diagonalisable. _

Le polynéme minimal de A ayant pour racines les valeurs
des valeurs propres de A étant de multiplicité 1, on en déd:
ma(X) = X (X ~2)(X —6)(X ~12)=.
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Jeduit que dans cette base, A s'éerit -
el

0 0 0 0) b
piap | SHISELESE
=0 0.8 0l
000 12

;m a poté P la matrice donnée par P =

0 0 0
1 0 2° 0 0fs
Le caleul de A" donne A" = 00 6 0 i

00 0 12°]
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Algébre

P(1)= p(2)=0. Le polynome P a trois racines distineta.
ot égal A 2: c'est done le polynome nul. Ctes,

bilin¢aire définie.

Alors P(0) =
de degré inféricur

., est une forme

Done |
ratique agsociée (notée g) provient d'un produit ses

9) La forme quad
rg(q) = 3 et sign(q) = (3.0)

3) Soient Pet () appartenant a F.soit A€ R :
e
ontre que P+QeF et AP € F, donc que F est un s IHE

Onm

R,[X].

Pour la base de F, prenous par exemple: {" y 2}
4) Posons P(X)= X.
(X, X)=1+4=5.

Posons

B(X) =%.

Posons maintenant P(X) = X%+ )X

On a:
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k. pc F-. Ona done (P, X)=0 et (P,X’) =4 |

Bt Aijars T ‘
2P(1) + 4P(2) = 0. el gy

I solution de c¢ systéme linéaire donne facilement : P(1)=P(2]_-_ﬂ_ ¥ ::-' & A

?)r: ;lgoﬂ}?zm: 3;3 ngj?(r; u:;ﬁ@‘ 2, et qui ac

‘“k'l.lle ATA ]

ATA=

-

fan=
oL
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Algebre

On étudie de cette matrice.

o Recherche des vecteurs invariants par A.

1 est la seule valeur propre réelle. Un vecteur propre

(=]

=

da.ng\e f que l'on va &
préciser pl
{ﬁ:‘iy‘s} A s'écrit: I Deie 1
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EH.mBOUE 1 . B
@ V2 V2
S on Pose p=|0 1 0 |, alors:
" 1 1
Le= B S5
2 V2
1 0 0
prap=lo L 22|
3 3
o 22 1
\ 3 8]
ice & ; 1 -_w "ﬁh 1__ __
j Cherchons tout d'abord les équations Pmﬂm de‘ﬂ_"r _1|
LA
e srstéme linéaire: » £ 2 ﬁ}*” _

hyzsﬂa—@)&ﬂ
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Algébre

Les droites D, et D, sont concourantes pour a = =T.

aintenant les coordonnées du point d'intersection de D Lid,

Déterminons 1

Notons A le réel defini par:
g _y-1_z+1
l\ —_——= - .
3 2 x
¢est-a-dire:
r=3A £ oyl
y=1+2X\ AER i 1
2=-1-TA

Remplagons ces résultats dans les équations qui forment D, :

On trouve: 27—y — % _3=2(3))-(1+2))—(-1-7A)-3=0

Le point d'intersection de D, et D, a pour coordonnées:

2) Soit M(X,Y,Z) un point du plan P déterminé par les droit
Alors la famille FM,z'il,ii,} est liée. On a done det(,_fﬂ.

clest-a-dire:
X 13048
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Chapitre 10 Sujets o examen

-) appartient & P si et seulement si MN est 75

t \{J
fe poit «i et seulement si MN = \ii.

- t-,; _dire
i e

) « Je systéme linéaire:
: tient done :
uob

T—-H5= X
] y+4=2\ 0 ol b
z—-1=A
e pquations paramétriques de D sont donc: r\.¢ '} ﬂ-.qc.. A |
" =54\ o -_ . L ‘ A },‘H"w-!! i ' "‘I
' ' kS i i .-_.--;;.;..ﬁ_.&“_ .
. =—-442\,)€R ' y ‘* e _ |
; £ =14 oL

B o AR ‘*ﬂtw gl
3 k% .._:_)sﬂ ﬁ& i,mh "E'

25

stions de cours:
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Algebre

Exercice 1:
Les questions 1. ot 9. sont indépendantes

1) Soient A et B les matrices de M,(R) suivantes:

g 1 0 # 1 2 3 4
-4 =10 @ 01 2 3
A= s B =
7 1 @ 1 0 01
-17 -6 -1 0 0001
Déterminer le polynome minimal de A et de B. o
Montrer que (4—1,)* =0 et que (B—1I,)* = 0. H‘?::I 5
En déduire, en faisant un raisonnement par 'absurde, que A et Bne d
blables. B
2) Soient maintenant A et B deux matrices de M,(R) ayant le mem
mal m(X). On suppose que m(X) est scindé. =

Montrer que A et B sont semblables. (On discutera suivant I'ordy
des valeurs propres).

Exercice 2 oy
Soit A la matrice de M,(R) suivante:
(4 -8 0
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vidpitre 10

. b est une forme bilinéaire et donner $a matr; _ -
1 {ret que . tllce par APDOrt |
1 W que de R:['\ ] e 'ﬁpm;
v, ol
padere le systeme B' = {1 - X, X, Xx* } e

g On ¢ 4 nine bage e oy
3 ! ylontrer 41 B' est une base de R,[X] et déterminer la matri *‘ 2
base- ;

_ b)End’E'd“

ciee.
l péterminer l'ensemble J_ des vecteurs isotropes pour g.
¢ 1

b it F= {Pe R,[X].P(0) = 0}.
| ) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry[X] et
‘ 3 I-I_ &
' b) Déterminer l'orthogonal de F relativement a b.

(A

ire I'expression. dans cette base, de b et de 12 forme.

) o a, désigne l'ordre de nilpotence de
ke polyndme caractéristique de w.
Nt X,y ., 3 les valeurs propre de-
- On note E,,E,,..E, les espaces

BLL ,
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Algebre

‘ II' ‘]l}l\l"l‘“" cara f('l].'b“(]ll(' d :

_ , . 2
1) Notous Py (respectivene nt Py

On a alors:
P(X) = det (A — XI) = det (f’ 'BP - .\'I)
_ det (P 'BP - XP' 'IP) = det (P (B - XI) P)
— det (P")x det (P)x det(B - XI)
_ det(B — XI) = Py(X).

__-—-;_-—-
Exercice 1
1) Calculons le polynome caractéristique de A. ;
sy 1 0 0] PB=x 1 oSl o
= W 0 e .
det |4 oA
7 1 2-A 1 7 1 2-x A
7 =6 -1 A 17 =6 L
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maintenant que A et B ne sont pas semblables,

“Wlb“ par labsurde que 4 et B sont semblables, nlomum;g a2
g 1hll:’ elle que: A1=P'BP. |
f,lculonh dJone (A ” %
ATy (P"BP 1y ¥
0~ PR
3 P_ (B-IY P. '

it que (A- 1) =0, donc P (B— I)ap =0 soit, punqm;
0;9;]- 0. ce qui contredit un résultat précédent.
{

 Fipalement, on €11 déduit que A et B ne sont pas semblables.
polynéme scindé de R,[X ]

3 Ou st QU m(X) est un

| m(X) = (X —a)(X - B) m |
m(X)=(X-a) zg)\._,

m(X) = (X —a)’ ORI

o lercas: m(X) = (X —a)(X —B)-
Daus ce cas, m est scindé et.sesmdnesm
sont diagonalisables. -

[l existe donc deux mai‘.nces mverdiblm P et

On a donc:

c'est-a-dire :

Ains, les matrices A et B
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Algébre

[Les matrees A et B sont donc semnblables.

b~

20 cas: m(X) = (X—a).
\ i g |
ome m est seindé mais ses racines ne 2
SONt pas simple

Dans ce Cis, le polyt
sont pas diagonalisables.

ices A et Bne
e, on peut utiliser la réduction de Jordan de ces deux

les malr

En revanch

[1 existe done deux matrices inversibles Pet Q telles que:

pigp el ]

_ko a.i
et

o 1) .
Q“‘BQ:U ) .
{ !

On a donc:
P_IAP = Q“BQ'

¢'est-d-dire:
(P )AlQr) =B

Ainsi, les matrices A et B sont semblables.

Exercice 2:
1) Calculons det (A —AI):
(4-A -8 0 3
det| 0 4-x O i

L -8 -2-2 -3 |
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O & A-4l=¢

. 0

. matrice extraite: -6

" -8 0
ke (A-41)=1=2. P
3 Jors, on voit que A n'est pas diagonalisable.
s | %
Riduite de Jordan de la matrice A:

I...__,l HVIOme watéﬁstique de A Gt on;

ey A 5
-l:.
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Algébre 1

Construisons une base associce i cette réduction:

Prenons 0)

3

m=|, € ker (M*) " ker (M),

pllis P 121

v | ©
4= ael

ko‘

Cherchons maintenant une base de ker (A +2[): e

R (6 — 8y —3t =0

6y =0
6z —-8y—3t=0’
—8y=0

g g I ':
y=0 | .
2=z (@2 ERY

A

r.-.,!_
el =
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S ersons cette matriee: : .- .;.
’ (=1, 2 e
) 1288 24 k-
o N2 Ay
-5 0 0.' | N
230Gl |
3 9
% gl
3 g

=
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pighbee r
l-‘(_-_-.b;'l—dlﬂ"- 1 l pc l "3
== i ==
i | N
0 i- 0 (
F a2
4 4 2 b
0 -1 0 _—1
2
o Calcul de A", n€N .
La division euclidienne de X" par m,(X) donne: g
avec R =0 ou degR < 3. |

Dans les deux cas, on a: R(X)=aX® +bX +c.
De plus, pour X = —2, on a: !
(=2 =da+2+c ;

Pour X =4, on a:
4" =16a +4b+c.

En dérivant (1), puis en prenant X =4, on obtient:
nd""' = 8a +b.
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geslution '
g B

yu que-

. “'abfs:

e plus:

o dX . ‘
| systeme différentiel ‘E(E) = AX(f): " g
l}.

A=PJpP, )
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Algebre

La matrice de b par rapport i la base canonique de R,[X] est:
H LG -

2 0 2
4=10 =2 0
2 0 2

ne base de R,[X]:

2) a) Montrons que B' est U
1 00

On pose P = 0 1 (; _ Cette matrice est inversible donc B' est une bage g
-1 0 :

R,[X].
La matrice de

b dans cette base est donnée par:

0 0 0
A'=PTAP=|0 -2 0|. 4 et
0 0 2 Lk

b) Notons P (respectivement Q) le polynome défini par:
P(X) =t (1= X*)+ X + 0, X°

(respectivement par Q(X) = by(1— X*) +hX +hX?).

On a alors:
[P.@ = -2u ”""',*

¢) L'ensemble des vecteurs isotropes est I'ens
On dones 20t 42 =0, s
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pontre facilement que [ est un sous-espace veetori el de R.(x¥ 3
0 de Fest par exemple, oy

- p appartenant A F.
jars WP X)=0 et b(P,X*)= 0. Avec l'expression

| deux expressions s ‘écrivent :
“'" ~P(1)+ P(=1)=0

P(1)+ P(-1) = 0,

" e qui donne P(—=1)=P(1)=0
 Le polynome P admet done au moins deux ra

| e PERIX], Pt PO =a (X121 &
‘.on a donc:
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Algabre

Exercice 1

1) 1)(.“.mmwr en fmunuu des pnr.mu-lrv-. réels A et u le mng et la sj

ghatyure
.1,

€ R, q(x) = o} + 343 + 42§ + Aef +2uny5y + 217, +2puz,z,.

Donner la matrice associ¢e & ¢ par rapport a la base canonique de RY,
2) Pour quelle valeurs de A et p la forme quadratique g est-elle un produit scalajre 2

3) On suppose que A =2 et que g = 0. On considére le sous-espace vectorie] F o R
défini par:

F = ﬁr“rz‘.ts,r,‘), .'t'l +1‘2 """Ia _I'l = 0}
Déterminer une base de F orthonormale pour ¢.

4) Soit v= (1,2,—2,2) un élément de R'. Déterminer la projection orthogonale de .
sur F et calculer d(v, F). hogonale g |

Exercice 2

_]IIZ'

de vecteurs propres de A. Donner de plus la matrice de passage et son m D

Diagonaliser la matrice A suivante en construisant une base orthonormée de R* s

9 0 0 0) e

0 5 4 -2 0 E'I-J. K}
A=ls ¢ 5 af '

o -2 2 8]
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ice 2
dere les droites
On“ r+’u~*—:—l_.0

¢

| w—-y+2-3=0 etDz ‘g'=f-ﬂ

corminer le pari ametre réel a tel que les droites D et
: péterminer ensuite les coordonnées du point d'intersection de

R i squation du plan déterminé par ces deux droites,
|

les bquations paramétriques de la droite D pam ok W
ngendlculmre au plan P. im g M

(orrigés

de cours - |;'
» : -I«w-«mﬁ«m— i -

I'n endomorphisme est dit orthogonal si et seulew % fest 1
' vante: ‘ .

-

En utilisant la définition précédent.e amé: T=y,c
(u(a), u@mg} fiane.
c'est-a-dire: ‘ F i

Iu(ﬁ)f =Mz

- Soit, par positivité de la norme

—
_
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Algebre

Fn développant cette derniere égalité et en remarquant que

]|u{_u]l|‘“I = |ly|1"'. on obtient que:
(u(x), uly)) = (x.y),

“u(l)lr = |z &

donc u est bien un endomorphisme orthogonal.

Montrons maintenant que tout endomorphisme orthogonal est bijectif
Soit u un endomorphisme orthogonal et soit r dans E tel que u(z) =g

On a donc: Ju(z)] =0, et en utilisant ce qui précéde, on a: oo
d’aprés une propriété de la norme: T = 0. Ainsi, u est injectif, 0. .
E est de dimension finie.

done bwm

3) On décompose E de la fagon suivante: E = F & F*. Ainsi, ot A
'écrit de maniére unique: r =T, + T, ol T, € F et z, € F*, Went rde g

La projection orthogonale sur F est alors définie par: Pr(z) = 1.

Soit {el,...,e,} une base orthonormale de F. On compléte cette base g
de F en une base orthonormale de E, notée {e,,....e, }. "

1=p i=n

Soit x dans E. Alors x s’écrit: = = Z(x, ee, + 2 (z,e)e,.
=] =p+1
€F : eFt

Par définition de Py, on a donc:

Pr(a) = ¥ amerde
1=1

Exercice 1

1) 0{1 écnt 2y +2uz,r, + 27,2, sous la forme (o + px, +z‘)‘_

@) = (5 +pzy +2,) - piad — 22 —2uz,2, + 373 +423 + Az

= (@t w2 )+ (3 - ) + 423+ (A - 1)l
Si3—yu>0:

siA—1> 0, alors sign(q) = (4,0) et rg(q) = 4,

SiA—1<0, alors sign(q) = (3,1) et r9(g)
5 A =10, alors sign(q) = (3,0) et rg(q) =
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Chapitre 10 Sujets d'eramen g

(] U -
=1 .
g3 si A—1 0, alors sign(q) = (3,1) et rg(g) =4
si A — 1 < 0, alors sign(q) = (2,2) et rg(g) = 4,
si A — 1 = 0, alors sign(g) = (2,1) et rg(q) = 3.
34t =0

si A =1 0, alors sign(g) = (3,0) et rg(q) =3
si A—1 < 0, alors sign(q) = (2,1) et rg(g) = 3, ¢ bacs 'L
si A — 1 = 0, alors sign(q) = (2’0) ot rg(q):z

1, forme quadratique ¢ définit un produit scalaire lorsque g est définie positive, _.
s m N 1>0 o ot

"~ dire lorsque sign(g) = (4.0). Les valeurs de (A ) possibl |
B >0 e il
14 forme quadratique g est définie par: ¢(z) = (=, +-"4)e +8¥; +4-!§'%£ _ 'T,!

.9. 1+ el )
espace vectoriel F est engendré par: ¢ = o| i2=]o| 2= Wt
1

B(z,y) = (z, + %, )(v: + ";?
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-3
NG
Jh
[ J— el
De plus. glé;) = 3 Dol ¢ a
L
(25
i + Be. On veut B(é,e) =0 et B(@,€) = 0. On tropyy
On pase €, = ¢; + 06 T 76 :1 : &) o £
“T T
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_ ,Iml Jes valeurs propres et des veeteurs propres donne: _ 1 -J 5
 yaleur Propre triple et les ; ecteurs propres associés sont: Ak
O 0 B | T‘,! - -
9 1 0 s
b = 0 dix 0 G = 1 \
0 -2 9
valeur propre simple et un vecteur propre' associé est: L -

-2 A .,‘__ | s l_ )
=g __-U-'__:u__ig:ll AR |

oy ‘-_,,-i'#'.'.r' v

-

—

P
l
|
w|lwivwe|l, o

o} m-’-,iiﬁ_-'a# G 3
] 4 '.'5:

t remarquer que €; est O“homi €6 et €.
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Algebre

|
i S 9| et done €, =
ce qui tont caleul fait donne: ¢; = g et done e

o8- -

!

" Pt r
Une base orthonormale de vecteurs propres est {¢/,e),eq.e4}.

Exercice 3
a) A est une matrice orthogonale de déterminant —1.

e Recherche des vecteurs propres de A:

—1 est la seule valeur propre réelle. Un vecteur propre unitaire associ -

FI\
3

-1

=
: Qan Bl
hTsle
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Gigne de sinf:
 J
1.0.0). Alors Ar=(0,1,0). Le signe de sind Ieﬂt

;

10

PP

it 7=

det(z, Az,e]) = det[0 1

; REMARQUE

rl —}_ __11
B2 6
pl L
N AR
1o, 2
J5 6

i Best une matrice orthogonale de ]

‘o Recherche des valeurs propreé deB
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Algébre

L'endomorphisme représent ¢ par B est la rotation d'axe orienté pay € et g
@ que l'on va préciser plus loin. Dans la base orthonormée directe e ej ,

. - ‘
matrice de B s écrit: &}l

1 0 0
B =0 costl —sinf|.

0 sinf cosé

e Calcul de I'angle 0

Le calcul de la trace donne: Tr(A) =1+ 2cosf = lgq‘ 50it co8f = - .
e Signe de sinf '

Soit z = (1,0,0). Alors Az = (0,1,0). Le signe de sinf est d

'1 8 ..."_3_‘
9 Jﬁ ™
—4 1 -5
dEtrO —_——| = )
= e
[ 9 I
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greice g
0 e milieu de [AD]. donc I est barycentre de {(4,1),(D,1)}. Ainsi, pour tout Mde
et + bour tout M de
§ oMl = MA+MD. (%) By

" K est bar_\'('(_‘lll!'(' de {(-‘191)1(8'2)} ’ dOnc' pour tout Mde EI
pepl 3MK = MA+2MB.  (**)

b ) o rﬁ‘l_l h

femplagons MA dans (**) par son expression donnéepar (ﬁfj .
?- 3SMK =2MI —MD +2MB «‘-,_.jL

wumonsmmmenant le choix de M: " .- L‘H: : Y '
o choisit M =G barycentre de {(D,—1), (B,Z)] ainsi: A e :

"2“5""2@ =a_
--dn'xde G montre que G.B,D sont a.lig»nés-, ' gy
.u Gmiﬁede plus: 3@7\’:2@ donc %KJ:. %

i les droites (KI) et (BD) sont concour
¢ le barycentre de {(D,—1), (B.2)}

"J’ -
D hmememnmére on montre queleg froites ‘@
ime point G. {F ,'
s droites (IK) et (JL) sont sécmtesan
mnophnanm
xercice 5 :

Ouémtlesysi.emedéﬁnmt ‘B,ﬁqm
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Algebre

Le point de concourt vst alors déterminé par le systeme linéaire:

.r+‘..’_u+z-l=(.l
129y —y+2-3=0
r—1
5

¥
2

)

-2 7
On trouve le point I de coordonnées 1|0 gl

2) Soit M(X,Y.Z). un point de ce plan que Fon note P. Alors det(BM, ,7)=

Xx-1 3 3

qui donne: Y i | 2 | =0, soit:

Z+1 -5 -10

5Y +Z+1=0

3) Cette droite a pour vecteur directeur un vecteur normal de P : #i )

exemple.

Les équations paramétriques de cette droite sont done:
r=04+0xA
y=—-4+51 ,AeR

z=1+1X
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Chapitre 19 Sujets d'examen

aleurs du réel a la matrice suivante est-elle

pour quelles : diagonalisable ?
! F4 () o | |
i -2 —~1 1
4=
-1 1 2 0
1 1 a =2
o 0 = 4.

a) Diagonaliser la matrice A. o
ire le systeme différentiel ?[f.) = AX(t).

b) Résou d

HEILE ¢

it A la matrice de M,(R) suivante:

=2 "1 NN d
=4 )2 D
A= ;
0 -, 0 » plpd
0 -6 =1 —-1J

) Diterminer le polynéme caractéristique de A.
) Montrer que A n'est pas diagonalisable.
J) Déiterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.

§ Calculer le polynome minimal de A et en déduire I'expression de A" et de A"
b (nEN¥).

3} Risoudre 'équation de récurrence linéaire: X, ., = AX,.

e

iExercice 3
it Eun espace vectoriel sur R de dimension finie. On considére un endomorphisme
Wi Etel que u* = 4%, u® = u et u=0.
1) Montrer que Sp(u) € {0,1}.
Y Montrer que les valeurs propres de usont 0 et 1.
3 Youtrer que u n'est pas diagonalisable.
:: f::“ que E = Im(u®) @ ker (1?).
ff que pour tout y € Im(u?), u(y) =¥

319
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Algébre
P ——
Exercice 4
Soit b la forme définie sur (R,|X]) par:
VP.Q € Ry[X], b(P,Q) = f P(H)Q(~t)dt.

1) Montrer que b est une forme bilinéaire et donner sa matrice par rapport 1y
canonique de R,[X]. base
2) Donner les parties symétrique et antisymétrique de b et leur matrice ¢ %
dans la base canonique. "w ?
3) On considére le systéme B'= {1 - X, X — x4 Ay
a) Montrer que B' est une base de R,[X] et déterminer la matrice de y .
base.
b) En déduire I'expression de b dans cette base.

b) Corrigé Ry

Questions de cours:

1) Un polynome P est dit annulateur de u si et seulement si P(u) =
tel que Yz € E, P(u)(z) = 0. '

2) On appelle polynéme minimal de u le polynéme unitaire, 2

petit degré.
3) Sortzunvecteurpropredeua&soc:éahvalwrpmpmx-
de s m, 00 = 30X

a
] 0=m,(u)(z) =
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. dans un premier temps, que R = () : dans ce cas deg

Suppt cas, de

o 8 400 P(u) = Q) om,(u) + R(u). Mais, Pu)=0 ef
' m‘] =0.

. _jement, R est un polynome annulateur de u tel i b
: L radit 13 définition du polynéme minimal. %?Q.

g en déduit donc que R =0 puis que P=Qm,, ‘_3'581'«- |
X __\:m' : ]T:_:

ice 1
1 calcul du polynome caractéristique de A donne:
A r2 - A 0 _1 :1, "_
4 -2-) -1 Sl
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Algébre

¢'est-d-dire:

=y
y=x
_ ¢ (nt) RS
lf=t
1 0
5 st 1 : 0
n peut choisir ¢ = || et & = || comme vecteurs Propres associgg 3
0 1 Al

valeur propre 2: dans ce cas, A est diagonalisable
ii) 2e cas: a =4

Le systéme linéaire précédent devient : p

e=t 1) g
=y (2 e
az—4t=0 (3)

Onadonc y=z ; z=t et az =4¢. Donc at = 4t,smt.(4_
Comme a = 4, alors £ = 0.

On a alors:
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O voit immédiatement que l'on est obligé de disti inguer deux cas:
. “ oy ce -UXx

i) Jercas: @~ 1 |
Le systeme linéaire devient :
| w-ati=0 ()

—z+y+4d2=0 (2)
onadone { =2~ 4z et y=z—dz, clest-d-dire
r=z

y=1—4z2
Z2=2

t=1z—4z

On peut choisir &; =

la valeur propre —2 : dans ce cas
i) 2ecas:a=4 i
. Le systéme linéaire devient:
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Algebre

-

2) a) On a vu précédemment que

£ = € & =

0 1

\ ¢ L)

sont des vecteurs propres associés A la valeur propre 2.

De plus.
( 1 ) fo\
1 —4
e = 0 et e = ]
—4 1

\ / \ }

sont des vecteurs propres associés a la valeur propre —2.

Posons P la matrice de passage définie par:
(1 0
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ssolution du systeme différentiel:
A dX .
) . = . ) s'éerit:
La mlauon —Jf"(f) ‘lX[ ) 8
| %(‘) = PAP'X(t),
goit -
 posons Z = P'X. On en déduit que: il
dZ \ S

cest-i-dire:
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Exercice 2

1) Le caleul du polynome caractéristique de A donne:

=Bk -1 1 2
1 —4-x 1 2
det| o -—5-x 4 |=0+3).
0 0 -1  =1=A

2) Supposons que A est diagonalisable. [l existe une matrice inversible P telle que

3 0 0 0
papri_|? 200 |
=lo @ -3"0f Chatal |
o D =8 |
On a donc PAP™' =3I, Clest-a-dire B
A=P'(3I)P=31=A el

Donc A n'est pas diagonalisable. )
3) Réduite de Jordan de la matrice A:
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d gite de Jordan de A comporte done deux blom AsS0ciés
e ille respectivemnent 1 et 3. :
e taille 1€

QoustruisO"S

Preﬂ'-‘“-“

une base associée 4 cette réduction:

Uy ==

0
0
1| € ker (M*)\ ker (M?)
0
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Ona -3 1 0 0)
g =3 1 0
PAP = o 0 -3 ol J.
0 0 0 -3

4) Compte tenu de sa réduction de Jordan, le polynome minimal de A est;

ma(X) = (X +3)".
o Calculde A7
On a:
mA(A) = 01

done

A® +9A% +27TA+271 =0.
On peut donc écrire que:

A(A* +94+27T)= 21,
c’est-a-dire:

A[:;—?l- (A’ +94 +27Ij =1

IamAeetmvawibhetmwst'
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ose donc: RIX)=aX® +bX + ¢

—3. On Al

(-3)" =9 -3b+ec

pullr X=

pe plus:

L
K1t RARIN =

= _ e b '.;i
£ dérivant (1). puis en prenant X = -3, on obtient: L
n(-3)"" = —6a+b. Rt

g dérivant & nouveau (1). puis en prenant X = -3, on

n(n —1)(—3)""2 = %a. "'rr‘ g

Oa—3b+ec= {—3)'
—6a+b= ﬂ-(‘-B)'H
2a =n(n-— 1)(-3)‘

Lo ésolution de ce systeme linéaire donne:
| n (nz— 1) b 3),_,
3 b= (-n? +20)(-3)""

¢= ‘?94—3)** +(-8)%

y o g%'
d uqudmne
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De plus,

e ¥ e —e™ 0

0 0 g™ 0

Ainsi:
e
e =Pe’P

-3t te te™ 2t%e3  4fe™™
te 3t 3 _ g eI _ %M g42e7M 4 ote
T 0 e —2te™ =
| 0 0 —te™ g +m,'

La solution X du systéme différentiel est donnée par:
X(t) = CMUO.S

ou U, est la condition initiale.

Exercice 3
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- Réciproa®

'}

'-Fal'wit que I =

; évident que Im(u’) @ ker (W) C E.

ement :

oot 2€ E-

r—u'(2) + u'(z).
o
(Calcnlons "-Q(Il) :

() =u (::: - u¥(z)) = u(
= u*(z) — u® (u(z)

-—1115-' -
Bl iy F_‘:.' o
' 1'|::_-'f“_‘i
TGN B G .
I il
it ey, SN ..I
L 1"‘—“% I 'H{l
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AR

Exercice &

1) Soient P, Qet R appartenant a R,[X] et scit A € R.

On verifie facilement que:

b(P + R,Q) = b(P,Q) + bR, Q).
H(P.Q + R) = b(P.Q) +b(P. R),

b(AP,Q) = A(P,Q), !
b(P.AQ) = A(P.Q). R'

L

La matrice de b par rapport a la base canonique de R,[X] est:
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Chapitre 10 Sujets d'examen

| (1O par:
j 1 0 0
® M U
0 -1 1
Cette matrice est inversible, donc le systéme B' est bien une base de R,[X]
1 . 2 7 &
La matrice d b dans cette base est donnée par:
LA
3 4 12
PTAR=|S —Sul
4 15 20
f w=8"
12 °20 5

b Posons P le polynéme défini par
' P(X)=a,(1- X)+a (X - X*)+ o, X

et Q le polynome défini par:

Q(X)=b (1- X)+b (X - X*)+ X%

Alors b(P.Q) est donnée par:

R —

2 azlyrly
o) |3 4 12{[n ]
i
oP.Q)=1a:| (T 7= 35I|%|
6] §7 =9 «1|lb
12 20 . 54

8. Sujet n° 8

+) Enoncé

'-h___
Riestions de cours:

Eun espace euclidien de dimension n.

4 Dans e cas o n = 3, rappeler la définition du produit mixte et du
tiel,

produit vecto-

333
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e |

2) Ecrire les inegalités de Canchy-Schwarz et de Minkowski dans le cas on E = R [X]
- n-1

muni du produit scalaire défini par: 1!

1 |

VP.Q eR,_,[X], (P.Q)= ﬁ P(x)Q(z)dx ;

|

3) Montrer que. si une matrice réelle A est symétrigue, alors deux vecteurs propres de |
A associés a des valeurs distinctes sont orthogonaux.

Exercice 1 4

On note E =R, [X]. On définit I'endomorphisme ¢ par: :
vP e R, [X], VX €R, ¢(P)= P(1- X).

1) Vérifier que ¢ 0 ¢ = idg. En déduire que ¢ est diagonalisable.

3
2) En considérant les polynomes [X ——] et x_l] , montrer que lea vale
pres de ¢ sont —1 et 1. 2 S valer

3) On note dans la suite:

F={peE o) =P}
F,={peEoP)=-P}

a) Soit. PEF, On pose G(X)=P[> +x] Vérifier que a(x],_
déduire une base de F,. :

b) En procédant comme 2 la question (a), déterminer une base ¢

c¢) Donner la matrice de ¢ mmmdam <
par rapport & F, et F,.
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Chapitre 10 Sujets d'examen

0. On considére le sous-es
sous-espace vectoriel F d i
e E défini par:

0

| onl
5 {1 ry + 5, —I) + 4,5, —2,,0), 7, 2, € R}_
péterminet une base de F orthonormale pour g.
4 Dé
y t ¢.. Caleuler la projectic :
B ok , on ¢-o - :
b it 0= 61 T . jection ¢rorthogonale pg(v) de vsur F. Cal-
ler d(t. F). ou d est la distance associée a q.
y d(

b gyercice °

it E=R"
y une forme bilinéaire sur E. Si B et B' sont deux bases de E, rappeler la

L) On note ’
b ) es A et A" de bdans les bases B et B' respectivement.

relation liant les matric
3) Quell | o
male pour ce€ produit scalaire: |

3 On considére les vecteurs f=(1,1,1), =(1,1,0) et f; =(1,0,0) de E. Vérifier
que {fi- f- f;} est une base de E. Déterminer un produit scalaire b sur E pour lequel E

¢ est la matrice d’un produit scalaire sur E par rapport & une base orthonor-

{_“',[3} est une base orthonormale.

' Brercice 4
-' |
euclidien de dimension 3. Soit B une base orthonormale directe de F. .

 Sit £ un espace
ndomorphismes u et v dont les matrices dans la base B sont respec-

_:&mnsidérc les e
4 _' pment :

g5y -4 0

3
1 =2|; b)&=§°
9 YN 4

| =

2
a) A, =32 s
) 300

Etudier les endomorphismes u et v.

SV, § T T

On considere I'espace affine £ = R®. _
-"De"el'lﬂiner les équations canoniques et paramétriques de lﬁdﬂ’“‘e D, mmrs;cfl.O(I]l !
- @8 plans B et P, d'6quations normales: z+y+32—1= 0 et z+yt+zETo=

Tespectivement.

# Déterminer I'equation du plan P perpendiculaire & By et passant par A(-L.11)
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Algébre !

) Soit a € R . On considére la droite D, d’équations canoniques:
r+2 y_z-1

1 1 o

a) Verifier que D, est incluse dans P.

b) Déterminer la valeur de a pour laquelle D, et D, sont concourantes,

b) Corrigé

Questions de cours:

1) Le produit vectoriel de deux vecteurs u et v de E est 'unique vecteur nota A
v,
tel que:

Yw € E, (u A v,w) = det (u,v,w).

Le produit mixte des trois vecteurs u,v,w est le réel. noté [u,v,w], tel que:

[u,v,w] = det (u,v,w). o)
2) e Inégalité de Cauchy-Schwarz: K li::t'
(P.Q) <(P,P)x(Q.Q), Rk -

soit ici:

|, @@ < [} (P@) e x| [ (@)Y .
e Inégalité de Minkowski: '._, :
Vi @+ Q@) do = [ () e + [ (@(m)?

3) Soient u et v (u:ﬂ]etv::ﬂ)deux vecteurs pmmdaA 2
aux valeurs propres A et p, alors: |

Au = \u,
|Av = pe.

Onadonc A(u.v) (a\u,v) (Au,u)z(u, Au} (#‘lzv}ar- 3 :_.
Ainsi Mu,v) = ﬂ(ﬂ,ﬂ) done (l—-p)(u,u) =0. ‘ \_~:-.,

Comme X\ et pu sontdeuxvaleumm- :
(u,v) = 0.

Roug dm_ vecteurs propres de A associés & des v

e L
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B bR, I¥]. Alors @(P)(X) = P(1=X)= Q). Depius:3
j St HQX)=Q(1-X) = P(l"(iﬁ X)) ,""’i

i

1
A

il AAPYD =P,

== d y |
aoo B ] ,
" ynome R défini par R( X) = X’—l? 2

ynome minimal de ¢ (noté m,) ﬁtd 4_.
[]o;lcm (\-‘]___)p _1 oun X -1 ou xﬂ-’l' .
o\’ . ; :
Dans toUs les cas, m, est scindé et ses

gblf- . 1 a { ! '
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|
En notant que P(X) = Gl.\ —-.;I‘ une base de F| est done:

b) En prenant P € F, et en remarquant cette fois-ci que P vérifie:

VZ €R, P(1-2)=—P(2),

On obtient: G(—X) = —-G(X).

@ est done un polynome impair, de degré inférieur ou égal a n: dom
ou X ou X® ou... X¥" avec q=n—-p-1.

En notant que P(X)=G [X —% , une base de F] est donc:

B -[x—-—l""‘-}-- *f-;} 1
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”ufﬂﬂf
b ((Il -r"i £y 'rl (yl y"'!y.‘ny‘))

polaire de . que l'on note b, est:

La matrice de ¢ (ou de b, ) est:

? La réduction en carrés de Gauss est
1) = (5 + 2 +az;) +(z: _' -

Scanned by CamScanner



Al gebre

Posons
X=1i1+1+a0n

Inversons ce systéme:
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_a=0et A=1 ona q(.‘!:) =_(_3l +r’)’ +
';_Ipour a=H Rt

mhononnalisons cette base par le pmd. _ -

3 t mﬂlm ﬂﬂﬁocié a ¢, que 'on nm'. ks

i
J
]

Ona gle;) = 2. posons alors ¢ =- '.

-t

Y

Iy i -
| ANS &

15
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b) La projection gorthogonale py(.) est donnée par: .

vr € R', pe(r) = (n,6))e) + (z.62)e5.

1 2 1

1 0 i
En prenant v = 1t on obtient pg(r) = ol

I,O \0

La distance d(v.F) est donnée par:
d(v,F) = (o= pp(v),v = pr(v)), = Ja(v—pe(v) = V2.

Exercice 3

1) Si on note P la matrice de passage de Ba B, alors:
A'=PTAP. i

2) La matrice d'un produit scalaire dans une base B = {e,,...e,} est:

'{_e"__gl). (a:e) - (‘1&:3-')" i
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[ endomorphisme représenté par A4, est la rotation d’axe orienté par e/ et Can.
gle 6@ que l'on va préciser plus loin. Dans la base orthonormée directe {5‘0‘ e %}
&t

la matrice de A, s'écrit:
1 0 0
A =0 cosf —sind|.

0 sinf cos#

e Calcul de 'angle 6 5 i
Le calcul de la trace donne: Tr(A,) =1+2cosb = 3 soit cosl=—. ok AT

e Signe de siné

Soit 7 = (1,0,0). Alors A..r=(~§-§%)- Le signe de sinfl est donné
rl E 1 R
S 3R
I
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Chapitre 10 mﬂﬁnmm

Cumpli tons ll pour former une base orthonormée direct dﬂ E

:fé ’7‘% T psinesit J
 shoiGr of 1 § o 4
On p('llt choisir 6 =|—F el € = Nel =8 )
N = |7s|
0 5

mdomorphl'dllt‘ représenté par A, est donc la co
au plan Veet {el.e} et d’une rotation d’a
. qelon v@ préciser plus loin. Dans la base orth

serit: 18

o Signe de sin®
Soit == (1,0,0). Alors A,za(a
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Exercice 5

1) Résolvons le systéme linéaire:
z+y+3:z= (1)
r+y+2=-3 (2)

(1) - (2) donne 2z =4 soit z =2 et x+y=-5
Les équations paramétriques de D, sont:

—y*.s : I—_'_ l‘
=1 ,WER By f%:-* L
o= N & ':-o_
=y
Les équations canoniques de D, sont: et
z+5 z—2

-1

Y-
1

0
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teur de D, par exemple: & =1
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Annexes

1. Equations de récurrence linéaire du premier
ordre

| s'agit dans cette partie de donner la forme générale des suites (u,) . vérifiant
L=

léquation de récurrence linéaire du premier ordre: u,,, = au, + @(n).

4) On résout 1'équation homogeéne wu, ., = au, dont la solution est de la forme:

u, =Ad%,

ol A est un réel quelconque.
b) On cherche une solution particuliére u, de I'équation complete u,,; = au, + @(n),
selon 1a forme de la fonction @, comme indiqué ci-apres.
e Si o est une constante b, alors une solution particuliére u; de 'équation com-
plete u, ., = au, +p(n) est de la forme:
v, =nbsia=1,
b
1—a

sia=1l.

u, =

¢ Si ¢ est un polynome de degré k, alors une solution particuliére u, de 'équa-

tion compléte u,,, = au, +¢(n) est de la forme:
U.; = ﬂQk(ﬂ) sia =1,

u, = Qu(n)sia=1,

ol @, est un polynome de degré k a déterminer.

349
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. Supastde!afotme ¢(n) = br
liere u. de I'équation compléte Upig = au.—!—tp(n) estdpla.

. Sl ¥ est de la forme np(n) Acoa(nﬂ)+3ﬁ:n(ﬂ)\9n
iculiér u.del'&quaﬁmmphu U,y = au, +p(n)

u, =a ﬂ"’)"‘fq‘h{ﬂ?g_ E
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Si A ,_
tion cam(tomthue et la Eolunon de 1'éq ” "

n=a+fietn=a—
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3. Equations différentielles du premier et
second ordre

Equations différentielles du premier ordre y' +alz)y = f(z).

] .
1) On résout 1'équation sans second membre y' 4 a(z)y =0 dont la solution est de la
15 o0 la fonction A désigne une primitive de la fonction a.
Alr)

forme y(r) = At
9} On cherche une solution particuliere de la forme: y(z)= Alx)e (Méthode de
variation de la constante).
3) La solution générale de I’équation compléte est obtenue en sommant la solution
générale de 1'équation sans second membre et la solution particuliére de "équation
compléte.

») Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients

constants
ay” +by' +cy = f(2).

1) On résout I'équation sans second membre:
ay” +by’ +cy =0,

dont la solution est donnée par I'équation caractéristique:
ar* +br+¢=0.

e Si A= 0, alors on note 1; et r, les deux racines de I'équation caractéristique et
la solution de I’équation sans second membre ay”'+by’ +cy=0 est donnée
par:

y(z) = ae* + Ge?”.

e Si A=0, alors on note r la racine double r de 'équation cractéristique et la
solution de 1'équation sans second membre ay’’ + by’ +cy = 0 est donnée par:

y(z) = (az + B)e™.
e Si A <0, alors on note r, et 7, les deux racines complexes conjuguées de I'équa-
tion caractéristique:

n=a+pfietn, =a-pi

Si on pose p=J&2+ﬂ’, alors on peut écrire r; et 7 sous la forme trigonomé-

trique:
n = p(cosw +isinw)et r, = p(cosw — isinw),

352

Scanned by CamScanner



paI:

2 Recherche de solutions panicuhm d ._B'l'fé_q .
« limite ici au cas ob fest de la forme

Une solution particuliére de I I'équation
yr) = Q(r)e” ou Q est un mmm

deg(Q) = deg(P) + 1si s est uner
deg(Q) = deg(P) +2 si s est m

L wlution générale de léquation co
générale de |'équation sans W

compléte.
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Notations o

E espace vectoriel de dimension n - k. g
R, [X] espace vectoriel des polynbmeaannemdéwm@m e
inférieur ou égal & n _ , _

M(R) (resp. M,(C))

L(E.F)

Scanned by CamScanner



loi de composition des endomorphismes

u' uowo..ou composée n'* de u
u foms
A" éxAx A puissance n'™ de la matrice A

T
ri.-

tmnsposee de la matrice P

Pt inverse de la matrice P

dim dimension d'un espace vectoriel

det Wt : _...hl.-. _~=w
% 'Ly P

deg degré d'un polyndme u,

ﬂ‘

exponentielle de la matrice A a8,
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Damien

dalgébre linéaire

t L f k Y ( X * ]
e 1 | [ KDETE ' ¥ ¢
t ¥ I It ] X v ey [
" [} )| i f ¥
t k [, ¢ t . T

Un seul but : permettre a I'étudiant un travail autonome, efficace et en phase avec ce
qu'on lui demande en deuxiéme année.

J
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